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Der Zweck des vorliegenden Buches ist ein doppelter: für den 
Nichtphilosophen soll es ein Lehrbuch der ErJcenntnisstheorie, für 
den Philosophen aber eine durch Beispiele erläuterte Abhandlung 
über die Methode sein. Das Bestreiben, Beides in Einem Buche 
zu vereinen, wurgeU in meiner Ueberzeugung^ dass eben jene em- 
pirische ForschungS' und Beweismethode^ deren gutes Becht in 
der Fhüoscphie ich den Fachgenossen gegeniiber gu vertheidigen 
wünsche, sich auch als Darsteüungsmethode gana besonders dem- 
jenigen empfiehlt^ der wissenschaftlich gebildete Männer in die 
Philosophie einzuführen hat. — Freilich glaube ich mit der Ansicht^ 
dass die ErJcenntnisstheorie dem Wesen nach eine empirische 
Wissenschaft sei^ nicht etwas wesentlich Neues vorgetragen^ sondern 
nur iheoretisch begründet zu haben^ was in der Praxis doch schon 
Gemeingut Aüer ist. Oft sogar kam es mir vor^ älsob ich nur 
„le secret de Und U m(mde*^ ausspräche. Denn sämmtliche erkennt- 
nissthe&retische Untersuchungen der Gegenwart beschäftigen sich 
doch eben mit Problemen^ welche aus den gegebenen Erscheinungen 



des wissenschaftlichen Denkens herwrg^hen^ und versudhen die- 
selben durch gegebene oder hypothetisch vermtUhete Thatsachen des 
Benkens 0u losen. Es erschien mir wünschenswerth^ diesen Sach- 
verhalt atuih in der Form einmal voll und Mar zum Ausdruck 
eu bringen. 

Mit der Bestimmung des vorliegenden Buches^ an erster Stdle 
ein Lehrbuch zu sein, hängt aber Verschiedenes zusammen. 

Erster^, dass es mir vor JUem am Herren liegen musste^ auf 
die Bedeutung der Probleme, deren massives, von aüer Will- 
kür unabhängiges Gegebensein noch so oft verkannt wird, das 
voUe Licht fallen zu lassen. Der Bocent der Philosophie ist eben 
darin gegen Andere im Nachfheil, dass es die ^Verwunderung 
über das Gegebene^\ aus welcher aUes wissenschaftliche Interesse 
hervorgeht, nicht voraussetzen darf, sondern erst erwecken mttss. 
Ich habe mich in dieser Sache lieber dem Vorwurf aUeugrosser 
Ausführlichkeit, als dem Vorwurf ungenügender Elarheit ausgesetzt. 

Was zweitens die Lösungen der Probletne betrifft, habe ich 
$nich bestrebt nur dayenige zu geben, was sich beweisen, oder doch 
in hohem Orade wahrscheinlich machen lässt. Offene Fragen offen 
ZH lassen, habe ich midi nicht gescheut; Vermuthungen und Aus- 
sichten auf bloss mögliche Lösungen entweder eurüchgehatten, oder 
oHsdrückluh als solche marUrt. Allerdings können au(h «der die 
Frage, ob ein gegebener Beweis stichhaltig ist, die Meinungen 
wieder geiheiU sein; ich habe mich nur bemühen können, durch 
möglichst vollständige Angabe der Beweisgrunde dem Leser die 
Contrcle zu erleichtern. 

Drittens habe ich geglaubt., in der Erörterung und Widerlegung 
entgegengesetzter Ansichten mich auf solche ErMärungsversuche 
beschränken zu müssen, welche ich als in weiteren wissenschafäichen 
Kreisen bekannt voraussetzen dürfte; während ich umgekehrt 
diejenigen Iheorien, welche man nur durch philosophische Fach- 
studien kennen lernt, unberücksichtigt gelassen hcAe. Nur für Eine 
Frage: diejenige nach dem Verhältnisse zwischen Erkenntniss- 
theorie und Psychologie, habe ich ihrer grundlegenden Bedeutung 



wegen eine Ausnahme machen zu müssen geglaubt. Ich bemerke 
demnach ausdrücklich^ dass die auf diese Frage sich he- 
eichenden Paragraphen (4—7) hei einer ersten Lee- 
türe ^ohne Nachtheil für das Verständniss des Fol- 
genden übergangen werden können. 

Endlich: die lAteraiurangaben gehören ausschliesslich dem 
yjLehrbuche'' an. l)as heisst: dieselben beanspruchen nicht alles 
Wichtige^ selbst nicht alles Wichtigste^ au^ der einschlägigen Lite- 
ratur hervorzuheben; sondern dieselben wollen nur dem Anfänger^ 
der sich Ober die hier behandelten Fragen genauer zu orientiren 
%Dünscht, das Suchen erleichtem. Es sind ja auch hier nur die 
ersten Schritte^ welche der Fuhrung bedürfen. 

Soviel über den Inhalt des Buches. Für die sprachliche Form 
bitte ich als Ausländer um Nachsicht, Ich bin mir vollkommen 
bewusst^ nicht immer den zutreffenden Ätzdruck für meine 
Oedafiken gefunden zu haben^ und kann nur hoffen dass man 
das Buch besser lesen mrd^ als ich es geschrieben habe 
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EINLEITUNG 0. 



I. Die Aufgabe der Erkenntnieetheorie. Das wissenschaftliche 
Denken erscheint uns gewöhnlich ausschliesslich als ein Object 
teleologischer Betrachtang. Wir beortheilen dasselbe als ein Mittel 
zur Erreichung eines bestimmten Zweckes, — sei es dass dieser 
Zweck in der theoretischen Erkenntniss, oder in der praktischen 
Beherrschung und Nutzbarmachung der gegebenen Wirklichkeit 
gesucht werde. Bei jedem Stück wissenschaftlicher Arbeit erheben 
wir die Erage, ob wahr oder unwahr? richtig oder unrichtig? — 
und je nach der Antwort welche wir finden, entscheiden wir darüber, 
ob die dargebotenen Ergebnisse angenommen oder verworfen 
werden müssen. 



4) Literatur. Allgemeine Werke über Erkenntnisstheorie : Kboman, Unsere 
Natnrerkenntniss, Kopenhagen 1883; Lisbmann, Zur Analysis der Wirklichkeit, 
Straasburg 1876; Hiehl, Der philosophische Kritidsmus und seine Bedeutung für 
die positive Wissenschaft, 2 Bde, Leipzig 1876--87 ; Siowart, Logik, 2 Bde, Tübingen 
187S— 78. — Zur Bezeichnung des Standpunktes: Riehl, Über wissenschaftliche 
und nicht wissenschaftliche Philosophie, Freiburg i. Q. 1883; Sghultzb, Ueber 
Bedeutung und Au%abe einer Philosophie der Naturwissenschaft, Jena 1877. — 
Zur Beseitigung des realistischen Vorurtheils: Baumanm, Philosophie als Orienti- 
mng über die Welt, Leipzig 1872, Gap. 1 u. 3. — Ueber die Methode: Wimdel- 
BAND, Kritische oder genetische Methode ? (Präludien, Freiburg i.B. 1884, S. 347—279); 
sowie mein Artikel: Erkenntnisstheorie und Psychologie (Philosophische Monats- 
hefte XXV, 1 u. 2). 
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Z EINLEITUNG. 

Es ist aber, neben dieser teleologischen, auch eine rein theore- 
tische, auf die Erforschung von Ursachen und Gesetzen gerich- 
tete Betrachtung des wissenschaftlichen Denkens möglich. Wissen- 
schaftliche TJeberzeugungen sind Bewusstseinserscheinungen, genau 
so wie Zorn, Begierde, Schmerz, ein Willensentschluss Bewusst- 
seinserscheinungen sind. Dass gesetzmässig wirkende Ursachen 
das Auftreten dieser Erscheinungen bedingen, ist von vornherein 
mindestens sehr wahrscheinlich, — nicht nur weil wir bis jetzt 
auf jedem Gebiete die causale Betrachtung anwendbar gefunden 
haben, sondern auch auf Grund der vorliegenden Thatsachen selbst. 
Schon die einfache Erwägung, dass es so etwas wie Beweise 
giebt, legt eine causale Auffassung des Denkprocesses nahe. Denn 
was heisst es eigentlich: etwas beweisen? Was thut eigentüch 
der Mann der Wissenschaft, wenn er mir die Wahrheit iigend 
eines Satzes beweisen will ? Er versucht durch Worte und Zeichen, 
durch Hinweisung auf wahrnehmbare oder durch Erzählung wahr- 
genommener Thatsachen, in meinem Bewusstsein solche Vorstel- 
lungen und Yorstellungsverbindungen in solcher Gruppirung zu 
erzeugen, dass sich daraus mit Nothwendigkeit die Ueberzeugung 
von der Wahrheit des zu beweisenden Satzes bei mir entwickelt. 
Diese Nothwendigkeit empfinde ich sehr lebhaft: ich kann eben- 
sowenig ohne Beweis jene Ueberzeugung willkürlich in mir her- 
vorzaubern, wie ich dieselbe willkürlich unterdrücken kann nachdem 
ich einmal den Beweis verstanden habe. Ob ich jenen Beweis 
anhören, jener Yorstellungsgruppe den Zutritt zu meinem Be- 
wusstsein gestatten werde, das kann von meinem Willen abhängen ; 
wie aber der Beweis, wenn einmal in mein Bewusstsein aufge- 
nommen, wirkt, ob er dort eine Ueberzeugung, und welche 
Ueberzeugung er zu Stande bringt, das ist von meinem Willen 
vollständig unabhängig. Offenbar muss demnach zwischen Beweis 
und Ueberzeugung, beide als Bewusstseinserscheinungen betrachtet, 
ein ursächliches Yerhültniss angenommen werden. Wollte 
man dagegen einwenden dass der Beweis doch nicht, wie die 
Ursache ihre Wirkung, ausnahmslos die entsprechende Ueber- 
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4 EINLEITUNG. 

Stellungen mit ' ihren Gegenständen. — lieber diese dem natür- 
lichen Denken geläufige Ansicht haben wir Yor Allem Einiges 
zu bemerken. 

Ohne Zweifel ist der Oedanke welcher derselben zu Grande 
liegt, an und für sich richtig. Wenn wir darüber nachdenken 
was wir mit den Worten Wahrheit, Wissen, Erkennt- 
nis s eigentlich meinen, so sehen wir gar nicht ein wie es möglich 
sein könnte über iigend einen Gegenstand wirklich etwas zu 
wissen, ausser sofern wir es der auf diesen Gegenstand sich be- 
ziehenden Erfahrung entnommen haben. Untersuchen wir aber, 
nicht den abstracten Begriff des Wissens, sondern die thatsächlich 
gegebene Wissenschaft, so finden wir zu unserem Erstaunen, dass 
dieselbe auf allen Gebieten unendlich mehr ent- 
hält, als die yorliegende Erfahrung gewährleisten 
zu können scheint Zu demjenigen, was wir als nacktes 
Erfahrungsergebniss anerkennen, wird überall im Denken noch 
etwas hinzugethan ; und zwar etwas von so eingreifender Bedeu- 
tung, dass ohne dasselbe die Wissenschaft ihr eigenthümliches 
Gepräge vollständig verlieren müsste. Am leichtesten lässt sich 
dies nachweisen für die Sätze der Arithmetik und Geometrie: 
die absolute Genauigkeit, welche diese Sätze in Ansprach 
nehmen, lässt sich offenbar ebensowenig durch unsere doch immer 
nur approximativen Messungsmethoden verificiren, wie die noth- 
w endige Geltung, welche wir denselben zuschreiben, in der nur 
Thatsächliches bietenden Erfahrung gegeben sein kann. Aber der 
aufgestellte Satz behält auch für die Naturwissenschaft seine 
Gültigkeit Nicht nur weil die Geologie Thatsachen bespricht welche 
stattgefunden haben als noch kein menschliches Auge da war 
dieselben wahrzunehmen; nicht nur weil die kinetische Theorie 
der Gase den Atomen und Molekülen Abmessungen und Ge- 
schwindigkeiten zuschreibt, welche sich nicht nur der Wahr- 
nehmung sondern selbst der Yorstellung entziehen; — auch im 
einfachsten empirischen Gesetz, in der blossen Constatirung einer 
isolirten Thatsache, li^ schon Yieies was über die Er&hrung 
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binauszogehen scheint Wir sehen dass zwei Erscheinungen regel- 
mässig aaf einander folgen ; wir behaupten aber dass die eine die 
Ursache der anderen sei: d.h. wir machen aas der bloss zeit- 
lichen eine inhaltliche Beziehung, welche wir dennoch als sinnlich 
unwahmehmbar und unvorstellbar anerkennen müssen. Aber noch 
weiter! Die Naturwissenschaft beschäftigt sich mit den Dingen 
der Aussen weit; kann ich aber je ein ausser mir befindliches 
Ding unmittelbar wahrnehmen? Schon die Physiologie der Sinnes- 
organe giebt eine verneinende Antwort Sie weist nach dass überall 
und immer zwischen dem Auftreten des vorausgesetzten Dinges 
und der entsprechenden Empfindung höchst complicirte Processe 
verlaufen, dergestalt, dass daqenige welches wir wahrnehmen 
niemals das Ding selbst, sondern stets etwas ganz Anderes ist, 
welches wir im besten Falle nur als die sehr entfernte Wirkung 
einer Oeschehens ausser uns, dessen Inhalt durch die Eigen- 
schaften jenes Dinges für einen grösseren oder geringeren Theil 
mitbestimmt wird, interpretiren können. Auch eine Berufung auf 
physikalische oder physiologische Theoreme, durch welche die 
TJebereinstimmung zwischen Yorslellung und Ding yerbfirgt werde, 
kann Nichts nützen. Denn erstens wäre mit dieser Berufung 
selbst anerkannt, dass nicht die directe Yergleichung der Vor- 
stellung mit dem Object, sondern eben jene physikalischen und 
physiologischen Schlussfolgerungen in letzter Instanz die Gfewiss- 
heit begründen; zweitens aber enthielte dieselbe offenbar einen 
Cirkelschluss, insofern der Beweis für den Erkenntnisswerth der 
Sinneswahrnehmung Wissenschaften entnommen würde, welche 
selbst in ihrem ganzen üm&ng auf der Voraussetzung dieses 
Erkenntnisswerthes sich stützen. Es bleibt demnach bei der in 
der Philosophie nicht eben neuen, jedenfalls aber von der Phy- 
siologie glänzend bestätigten Einsicht, dass uns niemals die Dinge 
selbst, sondern stets nur unsere Empfindungen in der Wahrnehmung 
gegeben sind. Nur bei den Drtheilen über eigene Empfindungen 
und Oemüthszustände („ich sehe roth", „ich empfinde Wärme", 
u. d), sowie über die Beziehungen zwischen denselben („das 
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Both ist dem Gelb mehr als dem GhUn verwandt", ^die Empfin- 
dung grosser Wärme ist deijenigen grosser Kälte ähnlich") lässt 
sich die Wahrheit des Urtheils durch Veigleichung der Vorstel- 
lung mit ihrem Gegenstande bestätigen. Bei allen ürtheilen über 
die Aussenwelt aber (das ürtheil: „es giebt eine Aussenwelt" 
eingeschlossen) scheint diese Yergleichung an für altemal un- 
möglich zu sein. 

3. Die ErklArung der Denkerscbeinongen. Wenn nun aber 

dessenungeachtet eine Wissenschaft, welche die Macht besitzt 
Jedem der ihren Demonstrationen folgen kann und will, die 
üeberzeuguug von der Richtigkeit ihrer Ergebnisse beizubringen 
thatsächlich ezistirt, so scheint daraus hervorzugehen, 
dass die üeberzeugung von der Wahrheit eines TJrtheils auch 
auf anderem W^ge als durch Yergleichung mit seinem Objecto 
entstehen kann, und im gegebenen wissenschaftlichen Denken 
thatsächlich entsteht Es stellt sich heraus dass die Wissen- 
schaft die Thatsachen der Erfahrung nicht bloss sammelt, 
sondern auch verarbeitet: denselben etwas Neues, in der 
ErEahrung nicht schon Gegebenes, hinzufügt — Man wird wahr- 
scheinlich sagen, wenn die Sache sich so verhalte, gehöre jenes 
Hinzugefügte auch nicht zur wahren Erkenntniss ; es sei die Auf- 
gabe der Wissenschaft, so bald wie möglich mit demselben auf- 
zuräumen, und sich auf dasjenige zu beschränken was wirklich 
in der Er&hrung gegeben ist Wir wollen diese Frage vorläufig 
bei Seite lassen; später kommen wir auf dieselbe zurück (4). 
Für jetzt fragen wir nicht nach dem Erkenntnisswerth unserer 
üeberzeugungen, sondern betrachten, dem Yorhergehenden gemäss, 
Erfährungsdaten und üeberzeugungen lediglich als ursächlich ver- 
bundene Bewusstseinserscheinungen, und constatiren rein empi- 
risch die Thatsache» dass in diesen üeberzeugungen Manches 
enthalten ist was wir in jenen Daten nicht entdecken. Diese 
Thatsache verdient, wie alle Thatsachen, unsere Achtung ; zugleich 
aber erfordert sie, wie manche andere, eine Erklärung. Denn 
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wenn wir uns recht in dieselbe hineindenken, so erscheint es 
uns unverständlich, undenkbar, dass wir etwas fürwahr 
halten sollten, ohne dass wir dazu in irgendwelcher Weise im 
C^egebenen die genügenden Gründe gefunden hätten. Erläutern 
wir die Sache durch einige Beispiele. Wir erinnern uns etwa 
dass wir, eine bestimmte Farbe wahrnehmend, dieselbe für roth 
erklärt haben ; das erscheint uns auch sehr natürlich ; denn wir 
haben ja die wahrgenommene Farbe mit der Vorstellung welche 
das Wort roth bei uns hervorruft verglichen, und dieselben für 
identisch befunden. Nun erinnern wir uns aber weiter dass wir, 
irgend ein Dreieck betrachtend, die Summe seiner Winkel zwei 
Bechten gleichgestellt, und für diese Behauptung absolute Exact* 
heit beansprucht haben: dieser zweite Fall muss uns offenbar 
weniger selbstverständlich erscheinen als der erstere. „Das is doch 
merkwürdig," müssen wir uns sagen, „dass wir, die wir doch 
unter Wahrheit üebereinstimmung zwischen Vorstellung und 
Gegenstand verstehen, und die wir ganz wohl wissen dass sämmt- 
liche Messungsmethoden über welche wir verfügen ungenau und 
fehlbar sind, dennoch über gegebene Verhältnisse Ueberzeugungen 
besitzen, welche absolute Genauigkeit in Anspruch nehmen." Und 
wir werden diese Thatsaohe nicht, wie jene, ruhig hinnehmen 
können, sondern uns genöthigt finden eine Erklärung für 
dieselbe zu suchen. 

Es kann vielleicht nützlich sein, über die eigentliche Be- 
deutung dieses Erklärungsbedürfiiisses uns an anderen, weiter 
vorgeschrittenen und daher zu festeren Formen gelangten Wis- 
senschaften zu Orientiren. Im Allgemeinen entstehen in der 
theoretischen Wissenschaft Probleme, so oft gegebene Erschei- 
nungen mit allgemeinen Sätzen welche uns evident erscheinen, 
in Widerspruch geratheni^w^r empfinden dann das Bedürfhiss 
diese Erscheinungen zu erklären, d.h. jenen Widerspruch 
aufzuheben. Dies kann aber offenbar in zweifacher Weise ge- 
schehen: entweder so, dass der evident scheinende Satz als 
ein Irrthum anerkannt und verworfen wird, oder auch so, dass 
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wir ZU einer solchen Auffassang der jenen Erscheinungen zu 
Orunde liegenden Wirklichkeit gelangen, dass dieselben jetzt 
in dem allgemeinen Satze passen. Einzelne Beispiele mögen die- 
sen Sachverhalt verdeutlichen. — Wenn ein in schräger Rich- 
tung theilweise unter Wasser getauchter Stab von dem sehenden 
Auge als gebrochen, von der tastenden Hand als gerade wahr- 
genommen wird, so sind uns diese Erscheinungen zunächst un- 
verständUch, wefl sie dem logischen Identitätsprincip zu wider- 
sprechen scheinen; die Theorie der Lichtbrechung macht es aber 
möglich, die Ausnahme der Begel unterzuordnen. Wenn die 
Mischung von 1 Liter Alcohol und 1 Liter Wasser weniger als 
2 Liter ergiebt, so scheint der arithmetische Satz der 1 -f 1 = 2 
setzt eine Ausnahme zu erleiden ; durch die Annahme der Porosität 
der Körper wird aber der Widerspruch aufgehoben. Wenn eine 
im magnetischen Meridian ruhende Magnetnadel durch einen 
derselben parallel laufenden electrischen Strom in Bewegung 
versetzt wird, so scheint diese Bewegung dem Satze dass ein sym- 
metrisches Eräftesystem Gleichgewicht ergeben muss zu wider- 
sprechen; aber durch die Theorie von Ampöre wird die üeber- 
einstimmung zwischen Beiden wiederhergestellt. Wenn man findet 
dass die Bewegung eines fallenden. Körpers nach Richtung und 
Beschleunigung von der Stellung der Erde abhängt, so scheint 
diese Thatsache mit der alten Regel: corpus non agit ubi non 
est, unvereinbar; demzufolge wird dann auch von Einigen diese 
R^el als unrichtig verworfen, während Andere immer aufs Neue 
versuchen, die gegebenen Erscheinungen so zu ergänzen oder zu 
deuten, dass sie sich derselben wieder unterordnen. — Das Näm- 
liche gilt^ soweit ich sehen kann, für die ganze theoretische 
WissenschafL üeberall entstehen die Probleme aus dem Wider- 
spruch zwischen einer als gewiss vorausgesetzten R^gel und ge- 
gebenen Erscheinungen; und überall werden dieselben dadurch 
gelöst, dass in einer oder der anderen Weise der Widerspruch 
au%ehoben und die Harmonie in dem Systeme unserer üeber- 
zeugnngen wiederhergestellt wird. 
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Machen wir jetzt die Anwendung auf den vorliegenden Fall. 
Die Erscheinungen des wissenschaftlichen Denkens welche wir 
im Torigen Paragraphen kennen gelernt haben, sind uns darum 
unverständlich und undenkbar, weil wir, jeder für sich, fest davon 
überzeugt sind, dass wir vernünftige, nach zureichen- 
den Oründen urtheilende Wesen sind. Mit dieserfesten 
Ueberzeugung scheint eben die Thatsache, dass unser Wissen von 
irgendwelchem Oegenstahde weit mehr umÜEU^st als wir an diesem 
G^egenstande wahrgenommen haben, absolut unvereinbar zu sein. 
Wir können nicht umhin zu fragen: wo in aller Welt stammt 
denn dieses über die Erfiihrung hinausgehende Wissen her? — 
wie kommen wir dazu, dreist und zuversichtlich zu behaupten 
dass einem (Gegenstände A die Eigenschaften a, b und c zukom- 
men, wenn wir nur die Eigenschaften a und b an demselben 
wahlgenommen haben? — Offenbar ist dieses Problem, seinem 
allgemeinen Charakter nach, mit den früher erörteren Problemen 
vollkommen identisch; und es bedarf, in dem nämlichen Sinne 
wie diese, einer Erklärung. Auch könnte diese Erklärung, genau 
so wie dort, in doppelter Weise stattfinden. Denn es könnte 
erstens sein, dass jene allgemeine Voraussetzung unrichtig 
wäre, dass nicht all unser Wissen aus zureichenden Oründen 
hervorginge, sondern dass auch aus Ursachen welche nicht als 
zureichende Gründe gelten können, etwa vermittelst Associations- 
wirkungen, Oewissheit entstehen könnte. Zweitens aber wäre 
es denkbar dass sich die vorliegenden Thatsachen in einer Weise 
ergänzen oder deuten liessen, welche dennoch ZurückfÜhrung 
jenes räthselhaften Wissens auf zureichende Gründe gestattete: 
etwa durch die Auffindung bisher verborgener, dem bewussten 
Denken zu Grunde liegender Daten; oder durch den Nachweis 
dass der wesentliche Inhalt unserer wissenschaftlichen üeber- 
zeugungen ein anderer ist als wir geglaubt hätten. — In welcher 
Weise für jedes einzelne Problem die Erklärung stattfinden 
muss, kann natürlich nur die specielle Untersuchung entschei- 
den; und zwar wird die Methode dieser Untersuchung keine 
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andere als die in sämmüichen eausalen Wissenschaften tlbliche 
indactiv-empirische sein können. Denn es sind Thatsachen des 
Denkens (über das zur Begründung derselben angefahrte Er- 
fEthnmgsmaterial hinausgehende XJeberzeugungen), welche das 
Erkl&rungsbedürfhiss wachgerufen haben; um über die Zuläs- 
sigkeit einer versuchten Erklärung urtheilen zu können, müs- 
sen wir dieselbe mit diesen Thatsachen vergleichen; und damit 
diese Yergleichung in entscheidender Weise stattfinden könne, 
muss uns eine erschöpfende und genaue Eenntniss dieser That- 
sachen zu Gebote stehen. Wir werden also für jede Gruppe 
von Denkerscheinungen damit anfongen müssen, diese Erschei- 
nungen, so wie sie thatsächlich vorliegen, möglichst genau und 
vollständig kennen zu lernen; wobei wir die zur Begründung 
irgendwelcher üeberzeugung angeführten Daten ausschliesslich 
als die Ursachen derselben, und die üeberzeugung selbst als 
die Wirkung dieser Daten (beide als Bewusstseinserscheinungen 
betrachtet) aufzufassen haben (I). Erst wenn dieses geschehen 
ist, können Incongruenzen zwischen den bekannten Daten und 
den darauf sich gründenden üeberzeugungen mit Sicherheit fest- 
gestellt, und kann für diese Incongruenzen eine Erklärung ge- 
sucht werden. 

4. ErklArung und Rechtfiirtlgung. Den vorhergehenden Erörte- 
rungen zufolge ist für uns die Erkenntnisstheorie nichts weiter 
als eine Psychologie des Denkens : also eine auf Erforschung und 
Erklärung gegebener Thatsachen gerichtete Wissenschaft. In der 
philosophischen Literatur stösst man vid&ch auf entgegengesetzte 
Ansichten. Es wird behauptet, die Erkenntnisstheorie habe nicht 
die Entstehung unserer Üeberzeugungen zu erklären, sondern 
über den Erkenntnisswerth derselben uns zu unterrichten; die 
letztere Au%abe könne und müsse aber unabhängig von der 
ersteren gelöst werden. Denn niemals könne die Entstehungs* 
geechichte irgend einer üeberzeugung über deren Erkenntniss- 
werth entsch^den; vielmehr müsse die Erkenntnisstheorie sdbst 
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erst nachweisen, welcher Erkenntnisswerth den sich auf die Ent- 
stehung unserer Ueberzeugnngen beziehenden psychologischen 
Sätzen zukomme. — Ich theile diese Ansicht nicht, und werde 
meine abweichende Meinung zu begrfinden yersuchen. 

Untersuchen wir zuerst in welchen Fällen und durch welche 
Beweggründe wir uns veranlasst finden, den Erkenntnisswerth 
unseres Wissens zu bezweifeln, so stellt sich leicht heraus, dass 
es die nämlichen Fälle und die nämlichen Beweg- 
gründe sind, welche uns früher veranlasst haben 
eine Erklärung für dieses Wissen zu fordern (3)« 
Die Einsicht, dass für eine thatsächlich gegebene üeberzeugung 
zureichende Grtinde fehlen, führt sowohl zum Zweifel an der 
Bichtigkeit dieser üeberzeugung als zur Verwunderung darüber, 
dass vernünftige Wesen derselben beigestimmt haben. So oft wir 
demnach finden dass zur Entstehung irgendwelcher üeberzeugung 
subjective Factoren mitwirken, — oder noch allgemeiner: so oft 
wir finden dass irgendwelche üeberzeugung mehr enthält als in 
der zur Begründung derselben angeführten Erfahrung enthalten 
ist, erscheint diese üeberzeugung nicht nur als der Erklärung 
bedürftig, sondern auch als ungewiss. Nur wenn es uns gelingen 
sollte ^n Wissen zu Stande zu bringen, welches nicht, wie jenes, 
über den Inhalt des Oegebenen hinausginge, könnten wir des 
Erkenntnisswerthes dieses Wissens vollständig gewiss sein« Es 
fragt sich, ob und wie dieses Ziel zu erreichen sei 

Man wird vielleicht meinen, in der Frage selbst sei die Antwort 
schon mitgegeben : man brauche nur aus dem Weltbild der Wissen- 
schaft alles dasjenige zu entfemeui was sich als subjective, im Den- 
ken entstandene Zuthat erkennen lässt, um ein vollkommen reines, 
nur den Inhalt der gegebenen Erfahrung reproducierendes Wissen 
zurückzubehalten. Es lässt sich aber unschwer nachweisen dass 
diese Forderung (welche u. A. dem „Fositivismus" A. Gomte's zu 
Orunde liegt), wenn folgerichtig durchgeführt, auf eine vollstän- 
dige Aufhebung aller und jeder Wissenschaft hinauslaufen müsste. 
Die Sache li^ eben so, dass nicht hier und dort in die ErÜEÜi- 
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rangsdaten sich einzelne nicht-empirische Elemente hineinmischen, 
sondern dass yielmehr unser ganzes Wissen von solchen nicht- 
empirischen Elementen durchsäuert ist, und durch dieselben erst 
zusammengehalten wird. Man nehme etwa den Begriff der Ur- 
sache. Dass Etwas Ursache eines Anderen ist, lässt sich offenbar 
nicht wahrnehmen, sondern wird eben zur Wahrnehmung der 
regelmässigen Aufeinanderfolge hinzugedacht Der Begriff der 
Ursache müsste also aus der Wissenschaft ausgeschlossen, und 
nur die r^elmässige Aufeinanderfolge darin aufgenommen wer- 
den. Aber nun diese regelmässige Aufeinanderfolge selbst: was 
berechtigt mich dieselbe auch auf nichtwahrgenommene Fälle 
auszudehnen? Offenbar gehe ich damit ebenso gewiss über die 
gegebene Erfahrung hinaus, als wenn ich dieselbe in ein ursäch- 
liches Yerhältniss umwandle: ich sehe gar nicht ein (ausser mit 
Hülfe der causalen Begriffe welche ich eben eliminiren wollte), 
warum zwei Erscheinungen die ich bis jetzt regelmässig nach 
einander wahrgenommen habe, sich auch in der Zukunft regel- 
mässig nach einander müssen wahrnehmen lassen. Qenau so 
verhält sich aber die Sache überall. Der Positivist dürfte, wenn 
er aus seinem Standpunkte Ernst machen wollte, weder von Gfe- 
setzen noch von Dingen reden ; er müsste sich mit einem blossen 
Referate über die isolirten Empfindungen welche sich ihm dar- 
geboten haben, begnügen. Das stünde aber offenbar mit dem 
vollständigen Anheben alles^ dessen was wir Wissenschaft nen- 
nen gleich. 

5. Erklärung und Rechtfertigung : Fortsetzung. Wenn demnach 
die bekannten, im bewussten Denken aufgenommenen Daten nicht 
genügen, ein wirkliches Wissen zu begründen, so hängt offenbar 
die Möglichkeit ein Solches Wissen zu Stande zu bringen davon 
ab, ob sich neue, noch nicht mit Bewusstsein verwendete Daten 
auffinden lassen. Es fragt sich, ob wir einen vernünftigen Grund 
haben, zu vermuthen, dass dieses möglich sei 

Ich glaube, wir haben wirklich einen, aber auch nur einen 
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einzigen Orand für diese Yennathang; und zwar liegt derselbe 
niigends sonst als in der thatsächlichen Eridenz des 
gegebenen Wissens selbst Eben jene Verfassung des 
Denkens, welche uns nöthigt alle Yoraussetzungen der Wissen- 
schaft, welche wir als über die Erfahrung hinausgehend aner- 
kennen, zu bezweifeln, macht es äusserst unwahrscheinlich dass 
wir ohne zureichende, wenn auch unbewusste Gründe früher 
diesen Yoraussetzungen die höchste Oewissheit zugeschrieben 
hätten. Man übdrlege sich doch die merkwürdige Thatsache: dass 
dasjenige welches wir als ganz oder zum Theil subjectiven Ur- 
sprungs anerkennen müssen, dennoch jedem normalen Menschen 
genau so evident erscheint wie Anderes, welches nur aufge- 
gebene Erfahrung sich bezieht Dass die mathematischen Sätze 
Tollkommen genau und absolut nothwendig gelten; dass die Be- 
wegung eines gestossenen Körpers nicht nur auf die Bewegung 
des stossenden Körpers folgt sondern auch die Wirkung derselben 
ist; dass das Ding welches wir wahrnehmen etwas mehr ist als 
eine blosse Sammlung von Empfindungen, davon sind wir nicht 
weniger unerschütterlich gewiss als von dem Gegebensein der 
Empfindungen selbst Aber noch mehr: selbst wenn wir uns 
davon überzeugt haben dass jene Urtheile über das in der Er- 
fahrung G^egebene hinausgehen, wenn wir demnach theoretisch 
dieselben als unbegründet verwerfen, halten wir dennoch in der 
Praxis des Lebens mit unveränderlichem Glauben an dieselben 
fest Noch kein Skeptiker hat seine Skepsis so weit getrieben 
dass er (wie von Pyrrho aus Elis erzählt wird) Abgründen und 
bissigen Hunden nicht aus dem Wege gegangen wäre ; der grösste 
unter den modernen Skeptikern, David Hume, sagt offen, man 
müsse ein Narr sein wenn man im Leben mit der Skepsis Ernst 
machen wolle. Da kann man sich denn des Gedankens nicht 
erwehren : ob nicht vielleicht doch diese scheinbar unbegründeten 
Ueberzeugungen in den unbewussten Grundlagen des Denkens 
ihre zureichenden Gründe haben sollten, und ob es nicht eben 
solche unbewusste Gründe sein sollten, welche diesen üeber- 
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feagmigen, allen Demonstrationen des Skepticismos zum Trotz, 
eine so unverwüstliche Lebenskraft verleihen. Sind wir aber 
einmal auf diesen Gtedanken gerathen, so erhält derselbe dardi 
folgende Oründe noch eine gewisse (wenn auch nur vorläufige) 
Wahrscheinlichkeit Erstens durch die bekannte Thatsache, dass 
faktisch ein unbewusstes Schliessen aus gegebenen aber nicht zn 
klarem Bewusstsein gelangten Prämissen in unserem Denken 
häufig vorkommt; man denke etwa an die unbegründbaren und 
dennoch durchaus richtigen, weil auf ein um&ngteiches aber nicht 
klar vorgestelltes Erfahrungsmaterial auJ^bauten Entscheidungea 
der Praktiker auf jedem Gebiet. Zweitens aber durch den um- 
stand, dass wir die Yoraussetzungen des Denkens, soweit dieselben 
durch Erfahrung sich bestätigen lassen, auch thatsächlich immer 
wieder bestätigt finden. Man könnte vielleicht glauben, schon aus 
dem Gegebensein dieser einstimmigen Erfahrung lasse sich un- 
sere Ueberzeugung von der Richtigkeit jener Yoraussetzungen 
endgültig rechtfertigen. Das wäre aber, wie aus unseren bisherigen 
Erörterungen hervorgeht, unrichtig: denn die Erfiahrung umfasst 
(von anderen Incongruenzen zu schweigen) doch immer nur 
einen verschwindend kleinen Theil des Gebietes, auf dessen ganzen 
UmfEing die Yoraussetzungen des Denkens sich beziehen. Wohl 
aber kann, nachdem wir einmal diese Yoraussetzungen des Den- 
kens als solche anerkannt haben, aus der Thatsache dass die 
ErGEdirung, so weit sie sich controliren lässt, denselben vollständig 
entspricht, auf die Wahrsdieinlichkeit geschlossen werden, dass 
dieselben nicht ohne zureichende Gründe vom Denken angestellt 
worden sind. 

Es giebt also wirklich Fingerzeige für die Yermuthung, dass 
sich ausser den bekannten, an und für sich zum Aufbau einer 
Wissmscfaaft untauglich befundenen Daten, noch andere, daza 
taugliche, werden auffinden lassen : aber diese Yermuthung gilt 
nur für die Existenz solcher Daten, welche die gegebene 
Wissenschaft begründen könnten, und auf welche thatsächlidi 
diese gegebene Wissenschaft angebaut wäre. Das Yorkommen 
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solcher Daten in concreto nachzuweisen oder wahrscheinlich zu 
machen, läge offenbar auf dem Wege der Psjchologie (3); wenn 
66 ihr aber gelingen sollte, in dieser Weise für irgendwelche 
wissenschaftliche Ueberzengungen die rerborgenen Grundlagen 
aufeudeoken, so wären dieselben damit nicht nur erklärt, sondern 
auch gerechtfertigt (4). Die psychologische Untersuchung der 
Senkerscheinungen kann demnach zu einer Rechtfertigung der- 
selben fuhren. Die Möglichkeit, dass auch auf anderem W^ als 
demjenigen der Psychologie sich eine Rechtfertigung unseres 
WissMis erzielen liesse, ist aber damit noch nicht ausgeschlossen. 

6. Erklärung und Rechtfertigung: Fortsetiung. Soviel muss 
unbedingt zugegeben werden, dass die psychologische Forschung 
im günstigsten Fall nur diejenigen Daten an 's Licht bringen 
könnte, welche (möglicherweise) unserem thatsächlich ge- 
gebenen Wissen unbewusst zu Grunde liegen (3). Sollten 
andere Daten, welche ein neues, yielleicht besseres Wissen be- 
gründen könnten, unserem Denken zugänglich sein (was an und 
für sich nicht unmöglich wäre), so könnte doch die psychologi- 
sche Forschung niemals auf dieselben führen. Nur die Frage: 
ob zu diesem gegebenen Wissen — , nicht aber die andere : 
zu welchem Wissen überhaupt genügende Gründe zu 
finden seien, kann die Psychologie beantworten. Wenn dem aber 
so ist, so erscheint es zweifelhaft, ob eine auf die Reclitfertigung 
unseres Wissens gerichtete Untersuchung sich auf die erstere 
Frage beschränken dürfte. Man könnte meinen, die zweite Frage- 
stellung sei als die allgemeinere und weniger voraussetzende der 
ersteren vorzuziehen; wer die Möglichkeit des Wissens unter- 
suchen wolle, müsse es der Untersuchung selbst überlassen zu 
entscheiden, welches Wissen sich als möglich begläubigen wird. 
Auch sei in der zweiten Fragestellung die erstere schon mitein- 
begriffen: was diese an 's Licht ziehen könne, müsse sich audi 
von jener entdecken lassen, aber nicht umgekehrt — Diesen 
Gründen gegenüber lässt sich aber ein Doppeltes anfihven. 
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Erstens: wir haben nicht nur keine Gründe zu vermuthen, 
sondern wir haben umgekehrt schwerwiegende Gründe zu be- 
zweifeln, dass auch die sorgfaltigste Darchmusterung sammtlicher 
dem Bewosstsein zugänglicher Daten Material für ein neues 
Wissen eigeben würde. Seit Jahrhunderten sammelt und ver- 
werthet die Wissenschaft; alles Gegebene welches sie auftreiben 
kann : es wäre wohl merkwürdig wenn ihr eben daqenige entgangen 
wäre, was zur Begründung eines einwur&freien Wissens tauglich 
wäre. Sollte man aber hoffen nicht durch Auffindung neuer, sondern 
durch bessere Yerwerthung der bekannten Daten ein Wissen zu 
begründen, so müsste dieses Bestreben von vornherein als volkom- 
men aussichtslos bezeichnet werden : denn diesen Daten fehlt, wie wir 
ausführlich gesehen haben, eben dasjenige was dieselben zu einem 
Wissen verbinden müsste (2). In der That haben Alle welche in 
dieser Weise ein neues Wissen haben aufbauen wollen, von 
Descartes bis Lotze, sich immer wieder genöthigt gefunden neben 
dem Gegebenen noch Anderes, sei es auch nur die logischen 
Gesetze und das Oausalitätsprincip, vorauszusetzen: also wieder 
unbegründete Elemente einzuführen, welche den Erkenntnisswerth 
des neuen Wissens genau so problematisch machen mussten wie 
demjenigen des alten. — Es hätte keinen Sinn, immer von Neuem 
nach Etwas suchen zu wollen was die besten Köpfe vieler Jahr- 
hunderte nicht haben finden können, und von dem wir keinen 
einzigen Grund haben zu vermuthen, dass es überhaupt zu fin- 
den wäre. 

Es kommt aber noch eine zweite, m. A. n. entscheidende Er- 
wägung hinzu. Fragt man ganz allgemein, ob sich für ein Wis- 
sen überhaupt genügende Daten auffinden lassen, so hat man 
nicht nur keinen Grund zu vermuthen dass diese Frage der 
Beantwortung fähig wäre, man hat auch keine Mittel, 
methodisch eine Antwort auf dieselbe zu suchen. 
Das Problem ist zu unbestimmt um auch nur Einen Anhalts- 
punkt zu bieten, wo die Untersuchung ansetzen könnte. Nur 
von einem glücklichen Zufall, von einer genialen Intuition oder 
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von einer himmlischen Erleachtung könnte man licht erwarten : 
eine methodische Forschang wäre ein für allemal unmöglich. — 
Wird dagegen die Aufgabe dahin eingeschränkt, für das gegebene 
Wissen genügende Daten aufzufinden, so hat man erstens Orund 
zu vermuthen dass dieselbe lösbar sei (5): zweitens aber wird 
erst durch diese Einschränkung die Anwendung 
weittragender methodischer Hülfsmittel möglich 
gemacht. Denn wenn wir für das gegebene Wissen dieOründe 
suchen, so lässt eich eben von diesem gegebenen Wissen aus 
bestimmen, wie diese Oründe beschaffen sein müssen um dasselbe 
rechtfertigen zu können. Wir wissen also vom Anfang an, was 
wir eigentlich zu suchen haben; und es leuchtet ein dass wir 
so in den dunklen Tiefen des Bewusstseins weit eher das Oe- 
suchte finden werden, als wenn wir auf gutes Glück in den- 
selben herumtasten. Aber keineswegs ist die methodologische 
Bedeutung der von uns vorgezogenen Fragestellung damit erschöpft. 
Denn es lässt sich, wie auch schon bemerkt wurde, von vorn- 
herein die Möglichkeit nicht ausschliessen, dass jene vermutheten, 
dem gegebenen Wissen zu Grunde liegenden Daten in dem be- 
wussten Denken nicht oder nicht mehr eine Stelle 
haben; demzufolge das Gegebensein derselben nicht durch un- 
mittelbare Selbstbeobachtung erkannt, sondern nur hypothetisch 
als mehr oder weniger wahrscheinlich nachgewiesen werden könnte. 
Yerhielte sich aber die Sache wirklich so, so könnten die Ver- 
treter jener anderen, auf unmittelbare Selbstbesinnung angewie- 
senen Richtung offenbar in keiner Weise, selbst nicht durch 
einen glücklichen Zufall, den gesuchten Daten auf die Spur 
kommen; während für uns in der gegebenen Wissenschaft eben 
jene Thatsachen des Denkens aufgespeichert liegen, an denen 
Hypothesen über verborgene Daten der Erkenntniss verificirt 
werben können. 

Das Ergebniss sämmtlicher vorhergehender Untersuchungen 
zusammen&ssend, finden wir, dass eine Entscheidung 

über den Erkenntnisswerth unseres Wissens nur 

2 
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auf dem Wege psychologischer Forschung metho- 
disch gesucht werden kann. Wer diesen Weg nicht be- 
treten will, der kann nur von einem äusserst unwahrscheinlichen 
Zufall, der ihm neue Daten zuführte, Aufklärung erwarten. 
Ausserhalb der Psychologie ist för eine Wissenschaft welche diese 
Entscheidung herbeiführen wollte, kein Platz. 

Man wird sich übrigens erinnern (3), dass die psychologische 
Forschung, soweit wir jetzt sehen können, auch zu Ei^bnissen 
fuhren könnte, welche keineswegs eine Entscheidung über den 
Erkenntnisswerth des gegebenen Wissens abzugeben vermöchten: 
dann wäre aber, dem Yorhergehenden zufolge^ eine solche Ent- 
scheidung durch methodische Untersuchung überhaupt nicht zu 
erreichen. — Für die Beantwortung der Frage, zu welcher Art von 
Ergebnissen die psychologische Forschung thatsächlich führen 
wird, muss natürlich auf den Inhalt des vorli^enden Buches 
selbst verwiesen werden. 

7. Erklärung und Rechtfertigong : Schluaa. Es erübrigt noch, 
kürzlich einen Einwand zu besprechen, der vielfiEich gegen die 
Möglichkeit, auf dem Wege empirisch-psychologischer Forschung 
eine Bechtfertigung unseres Wissens zu erreichen, angeführt wor- 
den ist Man behauptet, was sich in dieser Weise zu Stande 
bringen lasse, müsse nothwendig einen logischen Cirkel in sich 
enthalten; denn die empirische Forschung setze schon manche 
Grundsätze des Denkens (wie z. B. den Causalitätssatz) voraus; 
und der Erkenntnisswerth ihrer Ergebnisse sei demnach selbst 
problematisch, so lange nicht diese Sätze von sonstwoher eine 
genügende Beglaubigung gefunden hätten. Nur auf dem Boden 
einer Normalwissenschaft des Denkens sei demnach für eine Na- 
turwissenschaft des Denkens Platz. 

Ich glaube, es wird bei dieser Beweisführung ein überaus 
wichtiger Moment ausser Acht gelassen: nämlich die Selbst- 
erkenntniss und das darauf sich gründende Selbst- 
vertrauen der menschlichen Yernunft In derXhat: 
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wenn wir etwa einer uns unverstindlichfiii MaHchinerift gegen- 
überet&nden, weldie in irgendwelcher Weise Sätze und Formeln 
die sich auf die Einrichtung der Welt und ihrer selbst bezögen 
hervorbrfichte, so hätten wir ohne Weiteres keinen Grund anzu- 
nehmen, dass die Wirklichkeit diesen Sätzen entsprechen müsse. 
Die Sätze und Formeln . der gegebenen Wissenschaft sind aber 
nicht von einer uns unverständlichen Maschinerie hervorgebracht, 
sondern im Denken selbst als wahr erkannt worden. Da verhält 
sich denn die Sache ganz anders. Ich, der ich weiss was ein 
ürtheil und die Wahrheit eines Urtheils bedeuten, sehe voll- 
kommen klar ein dass diese Urtheile wahr sind: kraft meiner 
Selbsterkenntniss als vernünftiges Wesen setze ich voraus, und 
darf ich voraussetzen, dass meine klare Einsicht nicht ohne ge- 
nügende Gründe zu Stande gekommen sein wird. — Nun finde 
ich mich aber eines Tages veranlasst zu fragen, weldie denn 
diese genügenden Gründe seien; und es stellt sich heraus, dass 
sämmtliche Gründe auf welche ich mich besinnen kann, nicht 
genügen um meine bestehenden klaren Einsichten zu tragen. Der 
Widerspruch zwischen dieser neuen Entdeckung und jener alten 
Voraussetzung fuhrt mich zur Frage, ob ich auch wirklich dasjenige 
bin was ich auf Grund der unmittelbarsten Selbstwahmehmung zu 
sein glaube, — vielleicht auch, sofern ich nicht glücklicherweise auf 
den Gedanken gerathe dass es auch unbewusste Gründe meines Den- 
kens geben könne, zur Theorie des Skepticismus. Aber auch nur zur 
Theorie: denn jene auf meine Selbsterkenntniss sich stützende 
Grundvoraussetzung lässt sich zwar zurückdrängen, aber nicht 
überwinden. Die Praxis des Denkens und des Lebens hält mit uner- 
schütterlichem Glauben an derselben fest: und zwar mit Recht. 
Denn auch wo für ein gegebenes Wissen nachweisbare Gründe 
ehlen, liegt doch in der blossen Thatsache dass es von vernünftigen 
Wesen klar und sicher gewttsst wird, ein vollkommen zurei- 
chender Grund es wenigstens vorläufig für wahr zu halten. — 
Wer also das Wissen begründen will, darf unbedenklich seiner 
Untersuchung die Voraussetzung zu Grunde legen, dass es be- 
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gründbar sei. Die Begründbarkeit des gegebenen Wissens ist 
nicht etwa eine Thesis, welche erst bewiesen werden müsste: es 
ist eine an sich evidente Gewissheit, welche scheinbaren nega- 
tiven Instanzen gegenüber behauptet werden soll. Wir haben 
nicht aus dem Nichts Etwas, aus der Unwissenheit ein Wissen 
hervorzuzaubern; sondern wir haben das in sich selbst entzweite 
Wissen zur inneren Einheit zurückzubringen. Wir befinden uns 
in ähnlichen Umständen wie der Astronom, der planetarische 
Bewegungen beobachtet^ welche von den auf das Gravitations- 
gesetz sich stützenden Berechnungen abweichen. Sowie dieser 
voraussetzt, dass auch die wahrgenommenen Abweichungen aus 
Gravitationswirkungen hervorgehen, und kraft dieser Voraus- 
setzung neue Himmelskörper annimmt welche dieselben erklären 
müssen, — so setzen wir voraus. dass auch unsere scheinbar un- 
begründeten Ueberzeugungen aus zureichenden Gründen entstan- 
den sein müssen, und versuchen kraft dieser Voraussetzung ver- 
borgene Daten au&ufinden welche sich zu diesem Zwecke tauglich 
erweisen. Und sowie der Erstere sein Verfahren dadurch recht- 
fertigen kann, dass die ausnahmslose Gültigkeit des Gravitations- 
gesetzes durch frühere Beobachtungen in genügender Weise 
sichergestellt worden ist, so liegt die Bechtfertigung des unsiigen 
in der unmittelbaren Gewissheit des Satzes, dass wir vernünftige, 
nach zureichenden Gründen urtheilende Wesen sind. Wenn es 
uns demnach gelingen sollte, direct oder hypothetisch verborgene 
Daten nachzuweisen, durch welche die scheinbar jenem Satze 
widersprechenden Denkerscheinungen sich demselben unterordnen 
Hessen, so hätten wir das Höchste erreicht was die Wissenschaft 
überhaupt erreichen kann: volle, widerspruchslose G^wissheit. 

8. Giebt es allgemeinmenschliche Denkgesetze 7 An das frü- 
her (3) Erörterte anknüpfend, und abweichenden Meinungen gegen- 
über auf die Paragraphen 4 bis 7 zurückverweisend, halten wir es 
demnach für die nächstliegende Aufgabe der Erkenntnisstheoiie, 
in dem gegebenen Denken die Ursachen der Gewissheit aufru- 
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suchen, empirisch festzustellen unter welchen Umständen und 
aus welchen bekannten Daten thatsächlich Oewissheit entsteht 
Es Hesse sich aber noch fragen, ob den Ergebnissen zu welchen 
diese Untersuchung führen kann auch allgemeinmenschliche, oder 
vielleicht bloss individuelle Bedeutung zukomme. Es sei doch 
Thatsache, dass mit gleicher Nothwendigkeit der Eine für wahr 
hält was dem Anderen unwahr zu sein scheint; auch die Ueber- 
zeugungen Eines bestimmten Individuums seien keineswegs un- 
veränderlich. Es sei demnach mindestens fraglich, ob immer nach den 
nämlichen (bewussten oder unbewussten) Kriterien gedacht werde ; 
ob nicht vielmehr aus den nämlichen bekannten Daten bei dem 
Einen dieses, bei dem Anderen jenes, bei einem Dritten vielleicht 
gar kein Wissen zu Stande komma Ganz besonders sei es aber 
zweifelhaft, ob die Begeln nach welchen die Wissenschaft 
das g^bene Erfahrungsmaterial verarbeitet, mit den Gesetzen 
welche die Entstehung von Ueberzeugungen im natürlichen Den- 
ken beherrschen, identisch seien. Denn es sei doch bekannt, dass 
die Wissenschaft sich vielfetch genöthigt findet, die Anschauungen 
zu welchen das natürliche Denken gelangt, als unbegründet 
zurückzuweisen. Unter solchen Umständen könne aber eine rein 
empirische Untersuchung des gegebenen Denkens nur individuell 
verschiedene, und keineswegs allgemeinmenschliche Maassstäbe 
der Beurtheilung zu finden erwarten. — Der Punkt ist wichtig, 
und bedarf einer eingehenden Untersuchung. 

Erstens : wenn wirklich die letzten Kriterien nach welchen ver- 
schiedene Personen, oder dieselbe Person zu verschiedenen Zeiten, 
zwischen Wahrheit und Irrthum unterscheiden, verschieden wären, 
so wäre offenbar zwischen diesen Personen oder Standpunkten 
keine Verständigung möglich (man denke etwa an die vollständig 
unfruchtbaren Debatten zwischen den Yertretem des religiösen 
Gefühls und der Wissenschaft). Die Erkenntnisstheorie würde 
dann sich in einem ähnlichen Falle befinden wie etwa die Physik, 
wenn in verschiedenen Theilen des Universums die Erscheinungen 
verschiedenen Gesetzen folgten; und es müssten, wie in diesem 
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Fall mehrere Physiken, jo in jenem mehrere Erkenntnisstheorien 
nebeneinander angenommen werden. Natürlich würde dann ein 
jeder sein eigenes Denken mitsammt den daraus abstrahirten Ge- 
setzen, eben weil es für ihn no&wendig wäre, für das wahre, 
and alles andere für Irrsinn halten, und es wäre nicht möglich 
ihn eines Anderen zu überzeugen. — Steht nun aber wirklich 
die Sache so schlimm? Zwar Yieles würde solches vermuthen 
lassen: der ewige Streit zwischen Wissenschaft und Theologie, 
die Yerschiedenheit der Schulen und Glaubensbekenntnisse, die 
nahezu absolute Unzugänglichkeit Vieler für eine einfache Schluss- 
folgerung aus zugestandenen Prämissen. Aber die nähere Unter- 
suchung bestätigt keineswegs diese Furcht. Erstens wissen wir 
im Allgemeinen, dass das Ergebniss irgendwdches Processes nicht 
nur Yon den dasselbe beherrschenden Naturgesetzen, sondern 
auch von den- thatsächlich gegebenen wirkenden Faktoren, — 
also z. B. eine bestimmte Fallbewegung nicht nur von dem Inhalt 
des abstrakten Gravitationsgesetzes, sondern auch von den that- 
sächlich gegebenen Massen und Entfernungen mitbestimmt wird. 
Demnach ist es im vorliegenden Fall wenigstens denkbar, dass 
die Yerschiedenheit der Ueberzeugungen nicht von einer Yer- 
schiedenheit in den Gesetzen des Denkens, sondern von einer 
Yerschiedenheit in dem diesem Denken gegebenen ErMrungs- 
material herrühre. Diese Denkbarkeit wird aber zur Wahrschein- 
lichkeit durch die Erwägung, dass diejenigen deren politische, 
religiöse oder wissenschaftliche Ueberzeugungen sich schnurstracks 
gegenüberstehen, dennoch über näherliegende Gegenstände sich leicht 
verständigen können, — während doch bei einer Yerschiedenheit 
der letzten Kriterien der Widerspruch der Meinungen sich wohl 
nicht auf einzelne Gebiete beschränken würde. Auch die andere 
Thatsache, dass, je höher die eigene Bildung, um so grösser auch 
das Yermögen zu sein pflegt, sich in die für irrthümlich gehal- 
tenen Meinungen Anderer zu „versetzen", d.h. also dieselben 
unter Yoraussetzung der Jenen zugänglichen Daten auf die eigenmi 
Wahrheitskriterien zurückzuführen, — auch diese Thatsache weist 
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darauf hin, dass es aUgemeinmenschliche Gesetze des Efirwahr- 
haltens geben muss. Und schliesslich können in der Erziehung 
und dem Milieu, in dem Hervortretenlassen sympathischer und 
dem Zurftckdrängen antipathischer Yorstellungen und Yorstellungs- 
verbindungen u.&w., die Ursachen jener Ungleichheiten im Denk- 
material so leicht und in so grosser Yerschiedenheit angezeigt 
werden, dass vollständige Uebereinstimmung in den Resultaten 
des Denkens Terschiedener Indiiriduen kaum erwartet werden 
dar£ — In der That lassen sich nun auch die gegebenen Mei- 
nungsversdiiedenheiten zum grössten Theil sehr leicht aus dra 
bezeichneten Ursachen erklären; ein Paar Beispiele werden die 
Art und Weise eriäutom. Es iat ein (wenigstens in Holland) 
allgemein verbreiteter Aberglaube, dass das 63*^ Lebensjahr in 
ganz besonderem* Maasse dem Tode ausgesetzt sei ; und man ver- 
siehert ganz bestimmt dass die Erfahrung jenen Glauben voll- 
ständig bestätige. Nun beweist aber die Statistik, dass den Todes- 
föllen im es^^n Jahre keineswegs eine besondere Frequenz zukommt; 
und auch dieser Beweis stfttzt sich auf die Erfahrung. Wie kann 
nun, SQ wird man fragen, die nämliche Erfahrung, nach den 
nämlichen Gesetzen verarbeitet, zu so verschiedenen Ergebnissen 
fähren ? Die Antwort muss lauten : nur scheinbar ist die Erfahrung 
des Einen die nämliche wie die des Anderen. Die Erfahrung des 
wissenschaftlichen Statistikers umfasst alle Todesfalle welche 
während einer bestimmten Periode in einem bestimmten Lande 
vorgekönmien sind ; die Erfahrung des unwissenschaftlichen Laien 
umfasst nur jene Fälle welcher er sich zur Zeit erinnert Den 
Letzteren hat aber die Erinnerung an jenen traditionellen Aber- 
glauben dazu gebracht, die Todesfälle im es^ten Lebensjahr als 
besonders interessant ^u betrachten und seinem Gedächtniss ein- 
zuprägen, während er die anderen zum allei^össten Theil un- 
beachtet gelassen oder vergessen hat So kommt es, dass in der 
ihm gegenwärtigen Er&hrung wirklich diese Todesfälle in 
unverhältnissmässiger Anzahl vertreten sind, und aus dieser 
Erfahrung folgert er dann, formell ganz riditig, die Wahrheit 
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jener traditionellea Meinung. Stflnde dem wissenschaftlichen Sta- 
tistiker nur die nämliche Erfahrung zu Oebote, so würde er auch 
das Nämliche folgern müssen. — Nehmen wir ein zweites Bei- 
spiel: der Glaube an die Willensfreiheit Es giebt ohne Zweifel 
Thatsachen welche diesen Glauben zu stützen scheinen: gänzlich 
unerwartete XJmkehrungen zum Guten oder zum Bösen; uner- 
klärliche Caprizen; die sich jeder Berechnung entziehende Ck)m- 
plication der Motive; endlich die wunderbare Beweglichkeit der 
Yorstellungen welche uns gestattet fast in Einem Moment die 
Motive für und wider eine Handlung in gleicher Klarheit und 
Ausschliesslichkeit uns vor Augen zu stellen. Dem gegenüber 
stehen dann die mächtigen Gründe des Determinismus, sowie Er- 
wägungen, welche wenigstens die Möglichkeit einer causalen Er- 
klärung jener Willenserscheinungen klarlegen. Nun ist aber der 
Determinismus aus verschiedenen Gründen Vielen antipathisch. 
Natürlich werden diese sich freuen so oft sie einen Grund gegen 
denselben aufluden, und denselben gewiss nicht vergessen, dagegen 
den Gründen gegen die Willensfreiheit einen gewissen Wider- 
stand entg^nsetzen. In die ersteren denken sie sich von selbst 
hinein, die letzteren lassen sie gar nicht zu vollem Bewusstsein 
kommen. Da thut denn die Gewohnheit das ihrige. Nach kurzer 
Zeit bleiben die stets zurückgedrängten Yorstellungen von selbst 
fort, und der Indeterminist wundert sich dass er je an die Frei- 
heit des Wollens hat zweifeln können. Yerfügte aber der Deter- 
minist nur über den künstlich beschränkten Yorstellungskreis 
der Jenem zu Gebote steht, so würde er das Nämliche thun. — 
Es ist eben ein Irrthum, zu glauben dass, weil unsere Sinnes- 
organe in gleicher Weise eingerichtet sind, auch die letzten Aus- 
gangspunkte des Denkens für Alle die gleichen sein müssen. 
Nicht Alles was wir sehen und hören kommt uns zu vollem Be- 
wusstsein, und nicht Alles was uns zu vollem Bewusstsein kommt 
wird im Gedächtniss aufbewahrt, und was darüber entscheidet 
ob Dieses oder Jenes Material für unser Denken wird, das ist 
nicht der im Grossen und Ganzen sich selbst aufhebende Zu&ll, 
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sondern das sind individuelle, in ganz bestimmter Kchtung wir- 
kende Anlagen und Erlebnisse. Wer dies aber einmal eingesehen 
hat, der wird in der Verschiedenheit der Meinungen ebenso 
wenig einen Grund finden die Existenz allgemeinmenschlicher 
Denkgesetze zu bezweifeln, als ihn etwa der Umstand, dass aus 
der Verbindung der Elemente a und b eine anders geartete Sub- 
stanz hervorgeht als aus der Verbindung der Elemente a und c, 
zum Zweifel an die Allgemeinheit der chemischen Gesetze ver- 
anlassen kann. 

9. Die Denkgeeeize im Leben und in der Wieeenecliaft. Nach 

dem Vorbeigehenden kann der Zweck der vor uns liegenden 
Untersuchung, wie der Titel dieses Buches denselben ausspricht, 
wohl kaum mehr missverstanden werden. Wenn wir im wissen- 
schaftlichen Denken die Ursachen der Gewissheit au&u- 
suchen unternehmen, so suchen wir keine dem wissenschaftlichen 
Denken specifische, sondern wir suchen in der Wissenschaft die 
allgemeinmenschlichen Ursachen der Gtewissheii Und 
dass wir eben in der Wissenschaft und nicht im Leben dieselben 
au&uchen, das hat ähnliche Gründe wie die, welche den Physiker 
veranlassen, im Laboratorium statt in der freien Natur den Ge- 
setzen der Erscheinungen nachzuspüren. Es herrschen dieselben 
(besetze im Laboratorium und in der Natur; um aber aus den 
Erscheinungen dieselben ableiten zu können, müssen wir von 
diesen Erscheinungen mit allen sie begleitenden Umständen eine 
so genaue Eenntniss besitzen wie nur das Laboratorium dieselbe 
bieten kann. In gleicher Weise sind auch die Denkgesetze die- 
selben im Leben und in der Wissenschaft ; die Erscheinungen des 
natürlichen ungeschulten Denkens sind aber in einem solchen 
Grade complicirt^ die Voraussetzungen desselben liegen für den 
Denkenden selbst zum Theil so sehr im Dunkeln, dass es kaum 
möglich wäre aus diesen Erscheinungen allein die Gesetze des 
Denkens zu abstrahiren. Nun fehlen zwar, wie wir sehen werden, 
auch in der Wissenschaft solche Complicationen und Dunkelheiten 
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nicht; in der Wissenschaft hat man aber wenigstens stets danach 
gestrebt, bei jedem Theorem die m i t Bewusstsein vorgestell- 
ten GrQnde desselben genau und vollständig aufzuzählen. Allerdings 
bleibt es dennoch möglich, dass ausser den bewussten und be- 
kannten auch noch nnbewusste und unbekannte Ursachen den 
wissenschaftlichen XJeberzeugungen zu GFrunde liegen (wie auch 
im Laboratorium die Möglichkeit der Mitwirkung unbekannter 
und unwahmehmbarer Faktoren nicht ausgeschlossen ist) ; jeden- 
fiüls können aber erstens die bewussten Ursachen genau fest- 
gestellt werden, und kann man zweitens darüber gewiss sein, 
dass daneben nur allgemein wirkende, keine individuell ver- 
schiedene unbewusste Ursachen eine Bolle spielen. Denn ganz so 
wie die Wiederholung eines physikalischen Experiments unter 
verschiedenen Umständen die Möglichkeit der Mitwirkung zufäl- 
liger unbeachteter Faktoren ausschliesst, — ganz so kann auch 
die Uebertragbarkeit wissenschaftlicher Ueberzeugungen auf jeden 
normal oiganisirten Menschen als ein Beweis dafür gelten, dass 
die Entstehung derselben von individuellen Eigenthümlichkeiten 
nicht abhängig ist — Nun verhält sich aber im Allgemeinen die 
Sache so: Um eine Erscheinungsgruppe causal zu erklären, d.h. 
auf Ursachen und Gesetze zurückzuführen^ müssen entweder die 
Ursachen oder die Gesetze bekannt sein. Bei den thatsächlich 
sich darbietenden Erscheinungen der Natur und des Denkens 
sind aber weder die Gesetze, noch (in genügender Vollständigkeit 
und Genauigkeit) die Ursachen bekannt Nur beim physikalischen, 
und ebenso auch beim erkenntnisstheoretischen Experiment (der 
Uebertragung wissenschaftlicher Ueberzeugungen), ist einiger- 
maassen vollständige Eenntniss der (willkürlich eingeführten) Ur- 
sactien möglich; nur von hier aus lassen sich demnach die das 
betreffende Gebiet beherrschenden Gesetze auffinden. Sind aber 
einmal diese Gesetze bekannt, so wird dadurch erst eine causale 
Erklärung der gegebenen, ihren Ursachen nach nicht oder 
unvollständig bekanntsn Erscheinungen ermöglicht So konnten 
z. B. die Erscheinungen des Begenbogens, der Fata moigana u. A. 
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erst erklftrt werden, nachdem auf experimentellem Wege die 
Gesetze der Lichtbrechung festgestellt worden waren; und so 
kann auch die Eitenntnisstheorie die Erscheinungen des natflr- 
lichen Denkens erst erklären, wenn sie aus den Erscheinungen 
des wissenschaftlichen Denkens die Denkgesetze abstrahirt hat 

10. Einflacke und zaeanmiMgetetzta Urtheile. Dem Vorher- 
gehenden gemäss suchen wir unser Forschungsmaterial vorzugs- 
weise in der thatsächlich existirenden Wissenschaft, wenn auch, 
wo es gilt einfache Verhältnisse zu exemplifidren, manchmal 
Beispiele aus dem natürlichen Denken genügen werden. Jene 
Wissenschaft aber betrachten wir ausschliesslich als einen Com- 
plex psychischer Erscheinungen bestimmter Art, welche wir zu- 
nächst in uns selbst wahrnehmen, und nach Analogie auch bei 
Anderen vermuthen. Allerdings können wir in einem bestimmten 
Sinne auch die Lehrbücher der Wissenschaft sowie die Schriften 
der Entdecker und Forscher als Materialsammlungen bezeichnen : 
in dem Sinne nämlich, dass dieselben in uns die Vorstellungen 
und VorstellungsTcrbindungen hervoirufen, welche den eigentlichen 
Gegenstand unserer Untersuchung bilden. Jeden&lls sind aber 
nicht die geschrieb^ien oder gesprochenen Worte und Sätze, 
sondern nur »die Denkerscheinungen welche associativ mit den- 
selben verbunden sind, die Objecto der Erkenntnisstheorie. Daher 
dürfen auch wissenschaftliche Schriften nur in sofern als Material 
von uns benutzt werden, als wir dieselben verstanden, — 
die Gedankenreihe welche densriben zu Orunde liegt selbständig 
in uns reproducirt haben. Denn crime diese Selbstprobe bleibt es 
imm^ zweifelhaft, ob wir aus dem möglicherweise ungenauen 
i^rachlichen Ausdruck den Gedankeninhalt rein und unbeschädigt 
abgesondert haben. 

Wenn wir versuchen, uns über die Natur unseres Forschungs- 
materials vorläufig etwas näher zu orientiren, so finden wir leicht 
dass dasselbe ausschliesslich aus ürtheilen besteht. Urtheil 
aber nennen wir eine Denkerscheinung in welcher 
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irgend eine Vorstellung oder Vorstellangsverbin- 
dung als wahr gesetzt wird, d.h. also (2): in welcher 
behauptet wird, es gebe ein Wirkliches, welches mit dieser Yor- 
Stellung oder Yorstellungsverbindung übereinstimme. Dieses Wirk- 
liche kann ein psychisches oder ein physisches sein; es kann 
mehr oder weniger genau bestimmt .werden ; es kann Ein Ding, 
oder viele oder auch alle Dinge umfassen; — die in das CTrtheil 
eintretenden Yorstellungen oder Yorstellungsverbindungen können 
einfacherer oder complicirter Natur sein ; eine blosze Empfindung, 
oder eine Gruppe von solchen, oder auch eine Abstraction aus 
denselben enthalten; — in allen Urtheilen lässt sich aber der 
Gedanke eines Wirklichen welches mit einem Yorgestellten Aber- 
einstimme, leicht zurfickfinden. — In solchen urtheilen bewegt 
sich nun das ganze wissenschaftliche Denken, vom einfachsten 
Wahrnehmungssatz an bis zur abstractesten Formel und bis zur 
weltumfassenden Theorie. Diese Urtheile bilden demnach den 
eigentlichen Gegenstand unserer Untersuchung; die Entstehung 
der Urtheile im Bewusstsein zu erklären, ist die Aufgabe der 
Erkenntnisstheorie. Um sich über die Methoden, welche zur Lösung 
dieser Aufgabe führen können, vorläufig zu orientiren, kann 
vielleicht eine kurze Erinnerung an die Forschungsmethoden der 
Chemie, welche im Grossen und Ganzen ähnliche Aufgaben zu 
lösen hat. Etwas leisten. Dazu muss aber vor Allem die grund- 
legende Unterscheidung zwischen einfachen und zusammen- 
gesetzten Urtheilen festgestellt werden. 

Wenn wir unter den zahlreichen wissenschaftlichen Urtheilen 
über welche wir verfttgen Umschau halten, so finden wir leicht, 
dass die meisten der Existenz anderer Urtheile im Bewusstsein 
ihre Entstehung verdanken. Das Urtheil: „ich bin sterblich", ist 
entstanden aus der Yerbindung der beiden präexistirenden Ur- 
theile: „ich bin ein Mensch" und „alle Menschen sind sterb- 
lich". Das Urtheil : „der Inhalt des Dreiecks ist gleich dem halben 
Produkte aus Basis und Höhe", geht hervor aus den Urtheilen: 
yder Inhalt des Dreiecks ist gleich dem halben Inhalte des 



Parallelogramms von gleicher Basis und Höhe" und „der Inhalt 
des Parallelogramms ist gleich dem Produkte aus Basis und Höha" 
Und so weiter. Offenbar kann nun in den meisten Fällen diese 
Zuräckführung eines Urtheils auf andere Urtheile noch mehrfetch 
wiederholt werden; so ist z.B. das Urtheil: „der Inhalt des 
Dreiecks ist gleich dem halben Inhalte des Parallelogramms Ton 
gleicher Basis und Höhe" wieder entstanden aus den beiden 
anderen : „das Parallelogramm wird durch seine Diagonale in zwei 
Dreiecke von gleicher Basis ynd Höhe getheilt", und „diese 
Dreiecke sind congruent"; letzteres Urtheil ist wieder aus den 
Congruenzsätzen und aus Beziehungen zwischen den Seiten und 
Winkeln des Parallelogramms aufgebaut, u. s. w. Es ist aber klar 
dass, wenn wir die Urtheile aus welchen solcherweise ein neues 
Urtheil entsteht die Oründe des letzteren nennen, die Reduk- 
tion eines Urtheils auf seine Gründe nicht ins Unendliche fort- 
gesetzt werden kann. Es muss letzte Gründe geben, welche selbst 
nicht wieder auf andere Urtheile zurückgeführt werden können; 
sonst müsste ja in unserem endlichen Leben ein unendlicher 
Denkprocess ToUzogen worden sein. Solche letzten Gründe der 
Gewissheit anzugeben ist auch nicht eben schwer: es gehören 
dazu alle Urtheile denen unmittelbare Evidenz zukommt, also die 
Urtheile über eigene Empfindungen, die mathematischen Axiome, 
u. s. w. Diese nicht weiter begründbaren Urtheile nenne ich 
einfache, die b^ründeten dagegen zusammengesetzte 
Urtheile. ^) Allerdings wird es nicht immer möglich sein, von 
einem gegebenen Urtheil mit Gewissheit zu bestimmen ob es zur 
einen oder zur anderen Gruppe gehört; die Thatsache dass es 
zusammengesetzte Urtheile giebt steht aber fest, und daraus folgt 
nach dem Vorhergehenden, dass es auch einfache Urtheile geben 
muss. Es ist damit ganz wie in der Chemie. Auch dort bleibt 



i) Es ist also mit dieser Benennung dasselbe gemeint, was man vielfach durch 
die Worte unmittelbar- uqjl mittelbar-gewisse Urtheile andeutet. 
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die elementare oder zusammengesetzte Natur eines gegebenen 
Sto£EBS manchmal zweifelhaft; ganz gewiss ist es aber, dass es 
zusammengesetzte Stoffe giebt, und demnach muss es auch Ele- 
mente geben. So wird es denn die Aufgabe der Chemie, zu be- 
stimmen welchen Stoffen der eletnentare Charakter zukommt, aus 
welchen Elementen die verschiedenen Yerbindungen zusammen- 
gesetzt sind, und welche Gesetze die Yerbindung derselben be- 
herrschen. In ganz ähnlicher Weise hat aber auch die Erkennt- 
nisstheorie, welche man dne Chemie der ürtheile nennen könnte, 
auf ihrem GeUet das Einfache von dem Zusammengesetzten zu 
sondern, f&r Letzteres die Art der Zusammensetzung zu bestim- 
men und die Yerbindungsgesetze aufzusuchen. Und wie die che- 
mische Forschung Vieles als Yerbindung erkannt hat was früher 
fBlr elementar angesehen wurde, so hat auch die Erkenntniss- 
theorie den zusammengesetzten Charakter mancher scheinbar ein- 
fachen XJrtheile nachgewiesen. Das wird sich später zeigen. — 
Fftr jetzt muss nur noch einmal ausdrücklich betont werden, dass 
die ein&che oder zusammengesetzte Natur den ürtheilen nur 
als Erscheinungen innerhalb eines Bewusstseins 
zukommt Demnach kann von zwei inhaltlich vollkommen iden- 
tischen, aber von verschiedenen Personen oder zu verschiedenen 
Zeiten gebildeten XJrtheilen das Eine ganz wohl ein&ch, das 
andere zusammengesetzt sein. Zum Beispiel : Es fällt ein Tropfen 
Säure auf ein Stück blaues Lackmuspapier, und ich sehe dass 
das Papier eine rothe Farbe annimmt Sage ich nun : das Papier 
färbt sich roth, so ist das ürtheil für mich ein einfaches. Theile 
ich aber die Begebenheit einem Andern mit, der sie auf Treu 
und Glauben annimmt, so ist für ihn dasselbe ürtheil ein 
zusammengesetztes; denn er hat es aus der Thatsache mdner 
Erzählung und aus der Ueberzeugung meiner Glaubwürdigkeit 
angebaut Ein dritter endlich, etwa ein Chemiker, der nur weiss 
dass ein Tropfen Säure auf das blaue Lackmuspapier gefallen ist, 
wird mit gleicher Gewissbeit urtheilen: das Papier hat sich roth 
gefärbt; — aber für ihn wird diesesu Ürtheil wieder ganz anders 
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zusammengesetzt sein, nämlich aus den beiden ürtheiien : Säuren 
färben blaues Lackmuspapier roth, und : es ist ein Tropfen Säure 
auf das blaue Lackmuspapier gefallen. Man* könnte nun leicht 
meinen, wenn die Sachen so stehen, sei auch die Unterscheidung 
zwischen einfachen und zusammengesetzten XJrtheilen werthlos: 
denn dasselbe IJrtheil könne ja nach Belieben als ein einfaches 
oder als ein zusammengesetztes aufgefasst werden. Wer aber so 
spräche, wflrde vergessen dass wir die Urtheile nicht als ein objectiv 
ausser uns Existirendes, sondern als individuell-psychische Er- 
scheinungen zu betrachten uns vorgenommen haben. Es hat dem- 
nach gar keinen Sinn zu fragen : ist irgend ein Urtheil, etwa das 
Urtheil über die rothe Färbung des Lackmuspapiers, an und für 
sich einfach oder zusammengesetzt? — es kann nur gefragt 
werden: ist das Urtheil für mich, für dich, für die Naturforscher 
ein ein&ches oder ein zusammengesetztes Urtheil? Und auf diese 
Frage muss es immer eine bestimmte Antwort geben. Denn jeder 
der ein Urtheil ausspricht oder denkt, muss doch entweder damit 
meinen dass die Wahrheit der darin enthaltenen Yorstellungs- 
verknüpfung ihm unmittelbar klar ist^ oder dass dieselbe aus 
irgendwelchen Gründen sich mit Nothwendigkeit ergiebt Wir 
haben es nun in der Erkenütnisstheorie ausschliesslich mit solchen 
individuell-psychischen Thatsachen zu thun; aus diesen indivi- 
duell-psychischen Thatsachen hoffen wir, und dürfen wir nach 
dem Yorhergehenden hoffen, allgemeinmenschliche (besetze und 
Ursachen der Urtheilsbildung kennen zu lernen. Allerdings 
untersuchen wir vorzugsweise solche Urtheile (n. 1. die wissen- 
schaftlichen), welche für eine ganze Oruppe von Menschen den 
gleichen elementaren oder zusammengesetzten Charakter besitzen ; 
aber wir thun dies aus rein praktischen, methodologischen Grün- 
den. Principiell könnten die Denkgesetze in gleicher Vollständig- 
keit und Genauigkeit aus dem Denken eines einzigen Individuums 
abstrahirt werden ; nur wäre der Weg weit länger und unsicherer. 
Nach den Erörterungen des vorigen Paragraphen wird es nicht 
nöthig'sein dies noch weiter auszuführen. 
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II. NAheree fiber die Methode der Untersuchung. Dagegen 

werden wir jetzt, von der gewonnenen ünterscheidang zwischen 
einfachen und zusammengesetzten ürtheilen ausgehend, noch 
Einiges über die Untersuchungsmethoden bemerken müssen, deren 
wir uns bedienen werden. Diese Methoden sind im Grossen und 
Oanzen denen der Chemie sehr ähnlich, eben weil die Aufgaben 
der Erkenntnisstheorie denen der Chemie sehr ähnlich sind. Der 
Chemiker verbindet Analyse und Synthese: er versucht erstens 
durch verschiedenartige Einwirkungen 'clie zu untersuchenden 
Stoffe in ihre letzten Bestandtheile zu zerlegen; zweitens ver- 
sucht er bekannte Elemente und Verbindungen unter solchen 
Bedingungen zusammenzubringen, dass sich dieselben zu neuen 
Stoffen verbinden. Durch dieses Verfahren erreicht der Chemiker 
ein doppeltes Resultat: erstens eine allgemeine üebersicht über 
die verschiedenen Stoffe der Natur, deren elementaren oder zu- 
sammengesetzten Charakter, die Beziehungen zwischen denselben, 
ihre natürliche Classification u. s. w., — sodann Eenntniss der 
Gesetze, welche die Verbindung der Elemente zu zusammen- 
gesetzten Körpern beherrschen. — Der Erkenntnisstheoretiker ge- 
langt auf gleichem Wege zu ähnlichen Besultaten. Wie die in 
der Natur g^benen Stoffe für den Chemiker, so bilden die im 
Denken gegebenen Ueberzeugungen für den Erkenntnisstheoretiker 
den Ausgangspunkt der Untersuchung. Von diesen Ürtheilen gilt 
es zunächst den einfachen oder zusammengesetzten Charakter, 
und letzteren Falls die Art der Zusammensetzung, zu 'bestimmen. 
Der Erkenntnisstheoretiker muss demnach damit anfangen, die 
vorliegenden wissenschaftlichen Theoreme zu analysiren; und 
er muss diese Analyse fortsetzen bis er auf Elemente stösst 
welche allen Versuchen weiterer Zerlegung widerstehen. Unter 
der Analyse eines Urtheils verstehen wir aber, nicht etwa die 
Zerlegung der in dem Urtheil als wahr gesetzten Vorstellungs- 
verbindung in einfache Vorstellungen, sondern die Zerlegung der 
Gewissheit des Urtheils in die Gewissheit anderer, demselben zu 
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Grande liegenden ürtheile. — Non kann allerdings der £rkennt- 
nissttieoretiker in den besonderen Wissenschaften selbst die Zusam- 
mensetzang der wissenschaftlichen üeberzeugangen theilweise ver* 
folgen, — wie anch der Chemiker ans der Praxis des Lebens und aas 
der Technik theilweise die Zasammensetzang der gegebenen StofiPe 
kennen lernen kann. Aber die Lehren des Lebens und der Tech- 
nik genügen dem Chemiker nicht und können ihm nicht genfigen : 
im Leben und in der Technik erstrebt man ja nur praktische 
Zieler, ist man zufrieden sobald man geeignete Mittel gefunden 
hat zur Erzeugung von Stoffen welche praktischen Bedürftiissen 
dienen können, und hat man kein Interesse dafür, die Unter- 
suchung noch weiter fortsusetzen. Der Chemiker wird demnach 
dasjenige was man in der Technik und im Leben „Grundstoffe" 
nennt, noch weiter zerl^n müssen um auf die eigentlichen „Ele-: 
mente" zu kommen; er wird auch viel schärfer als die Praxis 
darauf achten müssen, wie, unter welchen Bedingungen, in wel- 
chen Yerhältnissen sich die einfacheren Stoffe zu zusammenge- 
setzteren yerbinden, u. s. w. In ganz ähnlichen Yerhältnissen 
befindet sich aber auch der Erkenntnisstheoretiker. Die Einzelwis- 
senschaften führen die Analyse ihrer (Jrtheile nicht weiter als sie 
es fSr ihren Zweck brauchen; und dieser Zweck ist: überzeugt 
sein und üeberzeugung erwecken. Der Mann der Wissenschaft 
will irgend einen Satz beweisen, das heisst, er will sich oder 
einem Andern solche, schon als gewiss erkannte XJrtheUe zum 
Bewusstsein bringen, aus deren Verbindung mit Nothwendigkeit 
die üeberzeugung von der Wahrheit jenes Satzes hervorgeht (I). 
Ob er aber diesen Zweck erreicht hat, das beurtheilt er aus- 
schliesslich nach dem Erfolg: wenn er seine Gründe so geordnet 
hat dass er und Andere, sobald sie dieselben verstanden haben, 
das Zustandekommen der erwünschten üeberzeugung in sich 
wahrnehmen, so ist er zufrieden. Nach welchen Gesetzen aus 
den Prämissen der Schlusssatz entstanden sei, darum kümmert 
er sich nicht. Ebensowenig fragt er danach, ob die von ihm an- 
geführten Gründe auch wirklich elementar seien, — wenn nur 
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diese GrQnde fOr jeden normal organisirten Hensoben Evidenz 
besitzen, und drittens ist es ihm gleichgültig, ob auch, neben 
den ausgesprochenen, noch andere nicht zu klarem Bewusstsein 
gelangte elementare (Jrtheile zor Entstehung jener XJeberzeu- 
gung mitgewirkt haben, — wenn nur wieder diese yersohwi^ge- 
nen Prämissen auch bei Anderen in gleicher Weise yorhanden 
sind und wirken. — Aber eben diese Fragen sind für den Er- 
kenntnisstheoretiker, der den Yerlauf des menschlichen Denkois 
verstehen will, die allerwichtigsten. Demnach muss er (ganz so 
wie auf seinem Gebiet der Chemiker) die Analyse der wissen- 
schaftlichen üeberzeugungen viel weiter durchfähren und die 
Ergebnisse derselben viel schärfer untersuchen als die besonderen 
Wissenschaften es zu thun pflegen. Man hat wohl mal die Phi- 
losophie die Wissenschaft des Selbstverständlichen genannt, und 
mit Becht Denn die spedellen Au^aben der Philosophie fangen 
eben dort an, wo die Einzelwissenschafken von der weiteren 
Analyse ablassen, weil sie dieselbe für ihren Zweck: überzeugt 
sein und überzeugen, nicht mehr brauchen: das heisst also dort, 
wo allgemeinmenschliche Prämissen angefunden worden sind, 
aus denen nach allgemeinmenschlichen Gesetzen das Demonstran- 
dum hervorgeht 

Sagen wir zuletzt noch ein Wort über die Bedeutung der 
Synthese in der Erkenntnisstheorie. Schon in der formalen 
Logik kommt dieselbe mehrfach zur Anwendung. Wir werden 
dort Schlussformen kennen lernen, welche in der Wissenschaft 
und im Leben nicht oder nur äusserst selten vorkommen, und 
welche man demnach durch Analyse und Yergleichung der ge- 
gebenen Thatsaohen nicht leicht hätte auffinden können. Die Eennt- 
niss solcher Schlussformen verdanken wir dem synthetischen 
Experiment Nachdem eine vorhergehende Untersuchung die ver- 
schiedenen Arten von ürtheilen zu unterscheiden gelehrt hatte, 
hat man dieselben in mannigfachen Combinationen im Bewusst- 
sein zusammeogebracht, und nachgesehen in welchen Fällen die 
Yerbindung derselben ein neues Urtheil zu Stande brachte^ In 
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solcher Weise bat man in der formalen Logik manche Schluss- 
formen kennen gelernt, von denen man in der Wissenschaft nicht 
leicht Beispiele gefanden hätte, — wie auch wieder der Chemiker 
im Laboratorium Yerbindungen erzeugt, welche in der Natur 
nicht oder nur sehr selten vorkommen. — Eine vielleicht noch 
wichtigere Bolle erfallt aber das synthetische Experiment in der 
Philosophie der besonderen Wissenschaften. Dort werden wir 
manchmal, uns über die Bedeutung irgendwelcher Theorie oder 
Hypothese zu orientiren, die Frage aufwerfen müssen : wie würde 
es um diese Theorie beschaffen sein, wenn diese Thatsachen 
früher als j e n e bekannt gewesen wären ? — oder wenn man in 
dieser statt in jener Periode dieses Qebiet zu bearbeiten an- 
gefangen hätte? — oder wenn aus dem Oanzen unserer Emp- 
findungen diese bestimmten Gruppen fehlten, oder sich in 
dieser bestimmten Weise modificirten? Die Antwort auf all 
solche Fragen liefert uns das psychologische Experiment Man 
wünscht zu wissen, in welcher Weise das menschliche Denken 
auf gewisse Daten reagirt hätte, wenn sich dieselben in anderer 
Beihenfolge, oder unter anderen Bedingungen, oder in anderer 
Art dargeboten hätten als th^tsächlich der Fall gewesen. Um 
dieses zu ermitteln, versucht man nun, sich die Gründe welche 
in dem gesetzten Fall das Denken hätten beeinflussen können, 
so klar und vollständig wie möglich vor Augen zu stellen, 
dagegen all dasjenige welches nicht hätte einwirken können, in 
den Hintergrund des Bewusstseins zurückzudrängen. Mit anderen 
Worten, man experimentiert mit dem eigenen Denken ; man lässt 
alle Motive, und nur die Motive auf sich einwirken welche in 
dem gedachten Fall hätten einwirken können, und man beobachtet 
und verwerthet das Ergebniss, ganz so wie man das Ergebniss 
eines physikalischen oder chemischen Experimentes zu beobachten 
und zu verwerthen pflegt — Man wird vielleicht gegen den 
Werth solcher Experimente mit dem eigenen Denken einwenden, 
es könne doch der Experimentator niemals davon gewiss sein, 
dass die Yorstellungsgruppe, deren Wirkung, er hat studiren 
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wollen, auch rein und ausschliesslich, ohne unbewusste Ein- 
mischung eigener Ansichten, Erwartungen u. s. w., das wahrgenom- 
mene Ergebniss zu Stande gebracht habe. In der That wird 
absolute Oewissheit in diesem Punkte nicht leicht zu haben sein ; 
und zwar wird die üngewissheit um so grösser sein, je weniger 
noch das betreffende Gebiet durchforscht worden ist Aber dieser 
Satz gilt nicht bloss fftr die Erkenntnisstheorie; er gilt f&r jede 
Wissenschaft. Jede Wissenschaft hat ein Stadium durchlaufen 
müssen^ in welchem sie bei ihren Experimenten die Mitwirkung 
unbekannter Faktoren, eben weil dieselben vollständig unbekannt 
waren, nicht auszuschliessen vermochte. Aber eben diese ersten, 
mit üngewissheit behafteten Experimente sind es dann gewesen, 
welche zu späteren exacteren Experimenten die nothwendigen 
Yorkenntnisse geliefert haben. Wie das geschehen konnte, lehrt 
die Geschichte der Wissenschaft. Man übte beim Anfang der 
Untersuchung Vorsicht und Tact ; man legte nicht zu viel Werth 
auf das Ergebniss eines Experimentes, sondern versuchte fort- 
während die Experimente durch einander und durch theore- 
tische Erwägungen zu controliren; man strebte danach die meist 
vorkommenden störenden Einflüsse kennen zu lernen, um die 
Wirkung derselben entweder thatsächlich, oder doch in der Be- 
rechnung eliminiren zu können. Wenn man aber in der Natur- 
wissenschaft durch solche Mittel das Experiment fruchtbar zu 
machen gewusst hat, so ist jedenfedls von vornherein nicht ab- 
zusehen, warum ein Gleiches in der Erkenntnisstheorie unmöglich 
sein sollte, üebrigens kann natürlich erst der thatsächliche Erfolg 
die Sache endgültig entscheiden, und muss demnach hier auf 
spätere Abschnitte dieses Buches verwiesen werden. 

12. Verhftitniss der Erkenntnisstheorie zu anderen Wissen- 
schaften. Der theoretischen Erkenntnisslehre stellt sich eine prak- 
tische Wissenschaft von den Mitteln durch welche üeberzeugungen 
zu Stande gebracht werden können, eine Methodologie, an 
die Seite. Die Thatsache dass der Besitz fester und klarer Ueber- 
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zengongen nns begehrenswerth erscheint, die Thatsache des „Er- 
kenntnisstriebes" (ob derselbe angeboren oder erworben ist, thut 
nichts zur Sache) führt nothwendig zar Frage, welche Mittel 
angewandt werden müssen nm das Ziel desselben zu erreichen 
oder doch demselben näher zn kommen : also zur Fordemng einer 
Kunstlehre des Denkens. Es ist aber klar, dass diese EunsÜehre 
nur auf dem Boden einer Naturlehre des Denkens angebaut 
werden kann. Irgend eine Theorie, sei es auch eine ganz schlechte, 
liegt jeder Praxis zu Orunde: man muss wissen oder zu wissen 
glauben wie Etwas als Ursache wirkt, um es mit Bewusstsein 
als Mittel anwenden zu können. Die Ingenieurswissenschaft 
setzt die Mechanik, Hygieine und Medizin setzen Anatomie und 
Physiologie, die Wirthschaftspolitik setzt die Wirthschaftslehre 
voraus; und so bildet auch die theoretische Erkenntnisslehre die 
nothwendige Voraussetzung für die praktische Methodologie. Das 
Ziel des Denkens ist die Gewissheit seiner Ergebnisse ; es müssen 
also dem Bewusstsein Vorstellungen beigebracht werden welche 
diese Gtowissheit erzeugen; wie aber die Vorstellungen beschaffen 
sein müssen um Oewissheit zu erzeugen, das kann nur die 
Theorie lehren. — Natürlich ist damit die Möglichheit einer 
Wechselwirkung zwischen Theorie und Praxis nicht ausgeschlos- 
sen. Die praktischen Maassregeln welche auf Grund einer ober- 
flächlichen, mangelhaften, yielleicht selbst falschen Theorie einge- 
führt worden sind, können, wenn sie sich bewähren, zur Aufstellung 
einer besseren Theorie den Anstoss geben, — wozu in keiner 
Wissenschaft die Beispiele fehlen. Auch auf unserem Gtobiete hat 
sich vielfach die Sache so zugetragen. Die Wissenschaft hat 
meistentheils rein instinctiv, also auf Grund einer unbewussten 
Theorie, die richtigen Mittel zur Erreichung ihres Zweckes ge- 
wählt; die Bewährung dieses instinctiven Verfahrens durch den 
Erfolg, also die Thatsache dass die angewendeten Mittel sich zur 
Erzeugung von Gewissheit tauglich erwiesen, ist dann für die 
Erkenntnisstheorie der Ausgangspunkt weiterer Untersuchungen 
geworden, durch welche schliesslich wieder eine Vertiefung und 
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Frftcisirung der Untersucbungsmeihoden herbeigeMhrt werden 
konnte. 

Die sogenannte formale oder analytische Logik gehört 
theilweise zur Erkenntnisstheorie, theilweise zur Methodologie. 
Dieselbe fragt erstens, wie es zugehe, dass im Bewusstsein aus 
gegebenen einfacheren, neue zusammengesetzte ürtheUe entstehen ; 
sie versucht diesen Process auf allgemeine und allgemeinste (besetze 
zur&ckzuführen, und unsere üeberzeugung dass die Ergebnisse 
desselben auch fflr die Wirklichkeit gelten müssen, zu erklären. 
Diese Untersuchungen sind rein theoretischer »Natur, und haben 
demnach ihren Platz in der Erkenntnisstheorie. Zweitens aber 
werden in der Logik, unter Zugrundelegung jener allgemeinsten 
Denkgesetze, aber mit Bücksicht auf die gegebenen Ziele des 
Denkens, die yerschiedenen Formen untersucht, in welchen diese 
Gesetze zur Anwendung gelangen; es wird gdragt wie man die 
zu verbindenden ürtheile einzurichten habe um dieselben zur 
Erzeugung neuer ürtheile vollständig verwerthen zu können, welche 
störenden Einflüsse die Wirkung der logischen Gesetze beeinträch- 
tigen können und wie sich dieselben eliminiren lassen, tt.s. w. 
Dieser Theil der Logik (zu welchem etwa Fragen wie diejenige 
der Quantification des Prädicats, der Einführung arithmetischer 
Elemente in die Logik, der logischen Zeichensprache gehören) ist 
offenbar praktischer Natur, und muss der Methodologie zugerech- 
net werden. Es muss also zwischen einer theoretischen und einer 
praktischen Logik unterschieden werden; nur die erstere gehört 
in den Rahmen des vorli^nden Buches. 

Die Metaphysik liesse sich wohl am Besten und Einfachsten 
als eine angewandte Erkenntnisstheorie definiren. Während die 
Specialwissenschaften, jede auf ihrem Gebiete, unter der Herr- 
schaft unbewusster Denkgesetze das GF^ebene verarbeiten, und 
während die Erkenntnisstheorie eben diese Gesetze zu erforschen 
sucht, hat die Metaphysik die fär unser Denken nothwendigen 
Grundlinien des Weltbildes zu bestimmen, sofern sich dieselben 
aus den Gesetzen des Denkens entwickeln lassen. Es leuchtet 
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ein, da88 sie diese Angabe nur in engstem Anschlnss an die 
Ei^bnisse der Erkenntnisstheorie wird lösen können, und dass, 
so lange eine vollendete Erkenntnisstheorie nicht vorliegt, den 
metaphysischen Systemen immer nur eine provisorische Bedeu- 
tung zukommen kann. 

Sagen wir zuletzt noch ein Wort über die Bedeutung der 
Erkenntnisstheorie für die positiven Wissenschaften. Wenn 
in der That die gegebenen Erscheinungen vom Denken nicht 
bloss gesammelt, sondern auch verarbeitet werden, dergestalt dass 
dieselben im Denkprocess ihre ganze Natur zu ändern scheinen, 
von Empfindungen im Bewusstsein zu Dingen der Aussenwelt 
werden u. s. w. (2), — so muss es fOir den Naturforscher im höchsten 
Orade wichtig sein, sich über die Art und Weise wie dies ge- 
schiebt, über die Oesetze welche diesen Process beherrschen, und 
die Ursachen welche denselben veranlassen, aufs Genaueste zu 
unterrichten. Denn ganz so wie der Mikroskopiker die Einrich- 
tung seines Instrumentes kennen muss, um entscheiden zu kön- 
nen ob gewisse Eigenthümlichkeiten im wahrgenommenen Bilde 
auch dieser Einrichtung statt dem Objecto zugeschrieben werden 
müssen, ganz so muss auch der Naturforscher die Einrichtung 
seines Instrumentes, des Intellekts, kennen, um zu entscheiden 
inwiefern sein Weltbild von rein objectiven, oder vielleicht auch 
von subjectiven Factoren bestimmt wird. — Es ist wohl haupt-^ 
sächlich der Mangel an dieser erkenntnisstheoretischen Bildung, 
welcher immer wieder Materialisten und Antimaterialisten zur 
irrthümlichen Meinung führt, der Materialismus sei mit der Na- 
turwissenschaft identisch. Der Materialismus, liesse sich richtiger 
sagen, ist die Naturwissenschaft ohne Einsicht in die erkennt- 
nisstheoretischen Probleme. Nur dadurch daias man dem Natur- 
forscher diese Einsicht beizubringen versucht, nicht aber durch 
Declamationen und Lamentationen, und noch weniger durch ein 
oft verständnissloses Bekritteln einzelner naturwissenschaftlicher 
Besuitate lässt sich der Materialismus mit Erfolg bekämpfen, 
üebrigens hat man in diesem ausschliesslich der erkenntnisstheore- 
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tischen Forschung gewidmeten Buche eine vorsätzliche Bekämp- 
fung des Materialismus natürlich nicht zu erwarten ; für denjenigen 
der sich die positiven Resultate der Erkenntnisstheorie angeeignet 
hat, ist dieselbe auch kaum mehr nöthig. Den Herren Antimate- 
rialisten von Profession dürfte damit allerdings nur wenig ge- 
holfen sein: denn es ist weit davon entfernt, dass durch eine 
solche Widerlegung des Materialismus ihren Einfällen und Trau- 
men die Thür wieder geoflFnet würde, -^ Und was die Natura 
Wissenschaft betrifit, auch wenn sich herausstellen sollte dass dem 
von ihr aufgestellten Weltbilde keineswegs „absolute", von dem 
wahrnehmenden und denkenden Subjecte unabhängige Wahrheit 
zugeschrieben werden darf, so wäre es doch gewiss nicht richtig 
ihr diesen Sachverhalt als einen Fehler vorzuwerfen. Denn ab- 
gesehen davon, dass gerade die ausgezeichnetsten Naturforscher 
den Ergebnissen ihrer Wissenschaft ausdrücklich nur relative 
Bedeutung zuerkannt haben : e s behalten diese Ergebnisse 
auch für die Erkenntnisstheorie ihre volle Wahr- 
heit, nur in einem anderen Sinne als man früher 
glaubte. Sie behalten ihre Wahrheit, genau so wie unsere 
ürtheile über Farben und Töne in der Aussenwelt für die me- 
chanischen licht- und Schalltheorien ihre Wahrheit behalten: in 
dem Sinne nämlich, dass diese Wahrheit nicht mehr auf ein 
unabhängig von uns Existirendes, sondern auf die Art und Weise 
wie wir von demselben afficirt werden^ bezogen wird. Aber noch 
mehr: während unsere Ürtheile über Farben und Töne nur vor- 
läufig gelten, und die genauere Untersuchung uns nöthigt andere 
an die Stelle derselben treten zu lassen, enthalten dieEi^bnisse 
der Wissenschaft, wenn wir dieselbe vollendet denken, die 
höchste für uns erreichbare, definitive Wahrheit 
Ihre Wahrheit bedeutet Uebereinstimmung mit deijenigen Yor- 
stellung der Welt, welche in dem normalen, alle erreichbaren 
Daten verwerthenden Menschen mit Nothwendigheit entstehen 
muss; sie bieten, wenn auch keine absolute, so doch allge- 
meinmenschliche Wahrheit — Man denke sich etwa 
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einen Maler der farbenblind ist, und demzufolge in seinen Gfe- 
mälden Wiesen und Bäume in rother Farbe erscheinen lässt Sind 
darum diese Gtomälde werthlos? Man mnss antworten: je nachdem ! 
Wenn normale Augen die B^gel und Farbenblindheit die Aus- 
nahme {dnd, wie in unserer Welt, dann ohne Zweifel. Wenn aber 
einmal Farbenblindheit die Begel und normale Augen die Aus- 
nahme w&ren, oder wenn gar Farbenblindheit die Regel ohne 
Ausnahme wäre, dann stünde die Sache doch anders. Allerdings 
wäre damit die Thatsache nicht hinweggeschafiEt, dass es in der 
Natur unterschiede gäbe welche im Bilde nicht zum Ausdruck 
kämen: aber die Farben des Bildes wären doch mit denjenigen 
identisch, welche man an der Natur sähe und sehen müsste; 
und so könnte man denn damit zufrieden sein. Aehnliches gilt 
für die Naturwissenschaft. Sie zeigt uns die Welt, wie wir mit 
unserer bestimmten Organisation dieselbe sehen müssen. Darin 
liegt ihre Berechtigung. Der Philosophie aber bleibe es unver- 
wehrt, nachzuforschen, inwiefern subjective Faktoren in die Ent- 
wicklung dieses Weltbildes mitbestimmend eingegriffen haben. 

13. Eintheilung dea Buch6$. Nach dem Yorhergehenden (11) 
wäre die zunächstliegende Aufgabe der Erkenntnisstheorie eine 
doppelte: erstens die einfachen ürtheile welche aller Oewissheit 
zu Grunde liegen aufzusuchen, zweitens die Gesetze kennen zu 
lernen kraft derer sich aus diesen ein&chen Ueberzeugungen die 
zusammengesetzten entwickeln. Wir werden damit anfangen, die 
allgeineinsten, alles Denken beherrschenden Yerbindungsgesetze 
aufzusuchen, während es einer späteren Untersuchung überlassen 
bleibt zu entscheiden, ob daneben noch specielle, auf bestimmten 
Gebieten wirkende Yerbindungsgesetze angenommen werden 
müssen. Dieser erstere Theil unserer Untersuchung umfasst den 
elementarsten, ältesten und höchst entwickelten Theil unserer 
Wissenschaft; er bildet zugleich die nothwendige Yoraussetzung 
für die Erforschung der elementaren ürtheile. Mit einigen yor- 
läufigen Bemerkungen über diese elementaren Ürtheile werden 
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wir den allgemeinen Theil unseres Buches abschliessen. — 
In dem speciellen Theil werden wir sodann die einzelnen 
Wissenschaften durchmustern, und für jede derselben die elementa- 
ren Ueberzeugungen au&uchen, welche ihr zu Grunde liegen. Wir 
werden diese Untersuchung natuigemäss bei den allgemeinsten, 
alle anderen tragenden Wissenschaften, also bei Arithmetik und 
Geometrie, anfangen, dann zur Phoronomie, und zuletzt zu den 
empirischen Naturwissenschaften übergehen. Bei dieser Unter- 
suchung wird sich von selbst auch zeigen, ob neben den allg^ 
meinen, noch specielle, für bestimmte Gebiete geltende Y^in- 
dungsgesetze angenommen werden müssen. 



ALLGEMEINER THEIL. 



DIE ALLGBMEraEK YBBBINDüNaSGESBTZB. 

(Formale Logik) '). 



Die Thatsachen des logischen Denkens. 

Die alltägliche ErCahrang des eigenen Denkens lehrt uns zahl- 
reiche I^lle kennen, in denen aus der Yerbindnng mehrerer 
Urtheile ein neues ürtheil hervorgeht (10). Jene ursprünglichen 
ürtheile nennen wir Prämissen, das aus ihrer Verbindung 
hervorgehende Schlusssatz oder Gonclusion, und den gan- 
zen Yerbindungsprocess Schluss oder Syllogismus. Wir 
werden untersuchen welche Gesetze diesen Process beherrschen, 
d.h. also, wie die Prämissen beschaffen sein müssen um sich 
zu einem Schlusssatz verbinden zu können, und inwiefern die 



1) Literatur. Allgemeine Werke: Drobisgh, Neue Oarskellung der Logik, 
3e AaiL, Leipzig, 1863; Ubberwbo, System der Logik und Geschichte der logi- 
schen Lehren, 4e Aufl., Bonn, 1864. — Ueber die Urtheilsfunktion : Bergmann, 
Grundlage der Lehre vom Urtheil, Marburg, 1876; Siowart, Die Impersonalien, 
Freiburg i. B., 1889; Windelband, Beitrage zur Lehre vom negativen UrtheU 
(Strassbuiiger Abhandlungen zur Philosophie, Freiburg i. B. 1884, S. 16&-— 196). — 
Ueber die empiristische Theorie: Mill, A System of logic, l(Hh ed., London, 1879, 
I, 301 — 338. — Ueber die geometrische Theorie: Lange, Logische Studien, Iser- 
lohn 1877; Bergbr, Raumanschauung und formale Logik, Wien, 1886. 
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Eigenschaften des Schlusssatzes Ton denen der Prämissen ab- 
hängig sich zeigen. 

14. Die Urtbeile und ihre Ciassiflcation. um diese Unter- 
suchung systematisch durchführen zu können, werden wir zuerst 
im Allgemeinen über die speci&schen Eigenschaften, wodurch 
sich die ürtheile von einander unterscheiden lassen, uns zu unter- 
richten versuchen. Eine solche vorläufige Classification der zu 
behandelnden Objecto, entweder ausdrücklich erwähnt oder still- 
schweigend vorausgesetzt, liegt nothwendigerweise jeder empiri- 
schen Untersuchung zu Grunde. Es hätte niemals eine chemische 
Wissenschaft entstehen können, wenn nicht die gegebenen Stoffe 
in Farbe, specifischem Gewicht, Aggregatzustand u. s. w. gewisse 
leicht erkennbare Yerschiedenheiten au%ezeigt hätten, welche die 
Unterscheidung derselben ermöglichen. In gleicher Weise bieten 
auch unsere üntersuchungsobjecte, die Ürtheile, schon einer ober- 
flächlichen Betrachtung gewisse Unterschiede dar, welche zu einer 
vorläufigen Classification derselben sich verwenden lassen. 

Wir haben vorhin ein Urtheil definirt als eine Denkerscheinung 
in welcher irgend eine Vorstellung oder Yorstellungsverbindung 
als wahr gesetzt wird (10). Das heisst also : in jedem Urtheil wird 
behauptet dass ein Stück Wirklichkeit, oder auch die Wirklichkeit 
überhaupt, mit gewissen Yorstellungen oder Verstell ungs Verbin- 
dungen übereinstimme oder nicht übereinstimme. Es kann nun 
das Stück Wirklichkeit, von welchem Uebereinstimmung oder 
Nichtübereinstimmung mit gewissen Vorstellungen behauptet wird, 
entweder gänzlich unbestimmt gelassen werden ; oder aber es kann 
behauptet werden, dass ein durch gewisse Merkmale bestimmtes 
Stück Wirklichkeit, also etwa die Wirklichkeit sofern sie mit ge- 
wissen Vorstellungen abc... übereinstimmt, auch anderen Vorstel- 
lungen dßf.,. entspreche. Ersteres ist der Yßü bei den Existeneial- 
sätzen („es giebt einen Aether" = „ein Theil des Wirklichen ist 
Aether"; „es existiren nur Kraft und Stoff" = „alles Wirkliche ist 
Eraft oder Stoff") ; das Zweite bei den prädicativen und Gattungs- 
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artheilen (y,alle Körper sind schwer" = „alles Wirkliche welches der 
Yorstellang EOrper entspricht ist schwer" ; »einige Säugethiere l^n 
Eier" = „ein Theil des Wirklichen welches der Yorstellang Säage- 
thier entspricht, entspricht aach der Yorstellang des Eierlegens" ; 
„alie Metalle sind Elemente" = „alles Wirkliche, welches Metall ist, 
-ist Element"). In jedem XJrtheil aber mass erstens ein bestimmtes 
oder anbestimmtes Stttck Wirklichkeit, zweitens eine Yorstellang 
oder Yorstellangsverbindang mit welcher dasselbe übereinstimme 
oder nicht übereinstimme gedacht werden : jenes heisst das 8 u b- 
ject, dieses das Prädicat des ürtheils. In den angeführten 
Beispielen war es leicht diese beiden Theile des Ürtheils aach 
sprachlich za sondern; nicht immer wird dies aber der Fall 
sein. Nehmen wir noch ein Paar Beispiele. In dem Satz: „wenn 
Wasser anter gewöhnlichem Drack bis za 100^ erhitzt wird, so 
siedet es", ist offenbar das Stück Wirklichkeit wovon gesprochen 
wird „alles anter gewöhnlichem Druck bis zu 100^ erhitzte 
Wasser"; dieses ist demnach Sabject, das Sieden dagegen Prä- 
dicat Man kann aber diesen logischen Sachverhalt auch sprach- 
lich aasdrücken, indem man sagt: „alles anter gewöhnlichem 
Druck bis zu 100^ erhitzte Wasser siedet". Wie nun aber mit 
dem Satz : ,wenn die Sonne sich verfinstert schweigen die Yögel"? 
Hier ist das Wirkliche wovon Etwas ausgesagt wird, nicht bloss 
die Yögel, auch nicht die Sonnenfinstemiss, sondern die Yögel 
welche sich an einem Orte befinden wo Sonnenfinstemiss wahr- 
genommen wird. Wenn ich sage: „wo der Himmel klar ist &31t 
kein Thau", so ist das logische Subject, die Wirklichkeit von der 
ich rede, „Orte wo der Himmel klar ist"; von diesen Orten 
behaupte ich, dass sie der Yorstellang welche ich mit dem Worte 
„fidlender Thau" verbinde, nicht entsprechen. Wenn in einem 
Buche über die australische Fauna gesagt wird: „in Australien 
giebt es keine Wiederkäuer", so ist das eigentliche Subject „die 
Thiere in Australien"; es wird dann von diesen allgemein ver- 
neint dass sie Wiederkäuer seien. Findet sich dagegen der näm- 
liche Satz in einer Monographie über die Wiederkäuer oder in 
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der betreffenden Abtheilung eines Lehrbaches, so ist dasjogische 
Subject „die Wiederkäuer'', and wird von diesen allgemein ver- 
neint dass sie sich in Aostralien aufhalten. — Es erhellt aus 
den angeführten Beispielen, dass das logische Subject keinesw^ 
immer mit dem grammatischen zusammenfällt; man kann dem- 
nach aus dem Satzbau allein niemals das Erstere kennen lernen, 
sondern muss immer wieder fragen, welche^ denn eigentlich das 
Stück Wirklichkeit ist, von dem Etwas ausgesagt wird, und welche 
die Yorstellung, mit der dasselbe übereinstimmen soll. — üebii- 
gens ist es mit der hier entwickelten Ansicht vom Wesen des 
Urtheils nur scheinbar in Widerspruch, wenn mitunter auch 
nichtexistirende Dinge als Subjecte im Urtheil auftreten. Denn 
in solchen Fallen betrifft das IJrtheil r^elmässig nur die Yor- 
stellung, welche sich bestimmte Personen oder Personengruppen 
von jenen Dingen gemacht haben, und auch diese Vorstellung 
gehört als Yorstellung der Wirklichkeit an. Sage ich 
z. B.: „die Eyklopen hatten nur Ein Auge", oder: „das Phlo- 
giston war ein gemeinsamer Bestandtheil aller brennbaren 
Körper", so spreche ich offenbar nicht von einer äusseren 
Wirklichkeit, aber doch von einer im Kopfe der Griechen oder 
der Chemiker des vorigen Jahrhunderts wirklich gewesenen Yor- 
stellung, und ich behaupte die üebereinstimmung dieser Yorstel- 
lung mit deijenigen welche ich mit dem Prädicatworte verbinde. — 
Sage ich dagegen: „Gespenster exlstiren nicht", so ist nachdem 
Yorhergehenden „Gespenster" nicht Subject sondern Prädicat, 
während die unbestimmt gelassene Wirklichkeit als Subject auf- 
tritt: „Kein Wirkliches ist Gespenst". 

Es muss noch bemerkt werden, dass man das Merkmal oder 
den Complex von Merkmalen, durch welche die im Subject be- 
zeichnete Wirklichkeit bestimmt wird, und ebenso das Merkmal 
oder den Oomplex von Merkmalen, welche im Prädicat dieser 
Wirklichkeit zugeschrieben werden, als den Subject-, bezw. 
Prädicatbegriff zu bezeichnen pflegt. Der Subjectbegriff darf 
demnach mit dem Subjecte selbst nicht verwechselt werden: 
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ersterer is ein blosser Complex von Merkmalen, letzteres bezeich- 
net die diesen Merkmalen entsprechende 'Wirklichkeit Wir werden 
übrigens bald sehen, dass auch Begriffe (kraft der Wirklichkeit 
welche denselben als Denkerscheinungen zukommt) als Subjecte 
im Urtheil auftreten können. 

^ IS. Die Urtheiie und ihre CiassHIcation : Fortsetzung. Wir 

werden jetzt untersuchen müssen ob es specifische Eigenschaften 
der ürtheile giebt, welche ftir die Art und Weise ihrer Verbin- 
dung sich von Bedeutung erweisen. Natürlich haben wir es in 
diesem allgemeinen Theil nur mit solchen Unterscheidungen zu 
thun, welche allen Gebieten des Wissens gemeinsam sind ; woge- 
gen die auf den besonderen Inhalt der Urtheiie sich beziehenden 
Differenzen erst später, im speciellen Theil, Berücksichtigung' 
finden werden. Es muss also gefiragt werden, welche rein for- 
malen, in allen Wissenschaften zurückkehrenden Unterschiede der 
Urtheiie nachgewiesen werden können, um dann auf experi- 
mentellem Wege festzustellen, ob und inwiefern die Yerbin- 
dungsgesetze der Urtheiie mit jenen Unterschieden zusammen- 
hängen. 

Als solche rein formale Unterscheidungsgründe sind nun schon 
Yon der antiken Wissenschaft die Quantität, die Qualität, 
die Modalität und die Relation der Urtheiie bezeichnet 
worden. 

Es kann nämlich erstens das Urtheil entweder von der 
ganzen im Subject bezeichneten Wirklichkeit Uebereinstimmung 
oder Nichtübereinstimmung mit der . Prädicatvorstellung be- 
haupten, oder es kann diese Uebereinstimmung oder Nichtüber- 
einstimmung nur ftir einen Theil jener Wirklichkeit ausge- 
sprochen, für einen anderen Theil aber unentschieden gelassen 
werden. Ersteres ist der Fall bei UrtheUen wie: „alle Menschen 
sind sterblich", „Wasser ist eine Verbindung von Sauerstoff mit 
Wasserstoff", „kein Planet ist selbstleuchtend", u. dergl. ; sodann 

bei den singularen UrtheUen („die Sonne hat EigenbewQgung", 

4 
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^Alexander der Grosse war ein maoedoiÜBoher König", „der Mond 
ist niclit bewohnt"); endlich bei Existentialsätzen mit nur („es 
existiren nur die Atome" = „alles Wirkliche ist Atome") sowie 
bei den verneinenden Existentialsätzen („es giebt kein Wftrme- 
stoff" = kein Wirkliches ist Wärmestoff"). Das Zweite kommt vor 
bei den IJrtheilen: „einige Metalle sind leichter als Wasser", 
„einige Menschen unterscheiden nicht zwischen roth und grün", 
„es giebt Völker ohne Religion", „ein holländischer Statthalter 
war König von England", u. s. w. Wir nennen diese ürtheile 
besondere oder particulare, — jene dagegen allgemeine 
oder universelle Ürtheile. Die sogenannten Identitätsurtheile 
lassen sich als eine Yerbindong von zwei allgemeinen Urtheilen 
betrachten („7-f4=ll", das heisst: „jede Zusaminen&ssong 
von 7 Objecten mit 4 Objecten lässt sich als 1 1 Objecto zählen", 
und Jede Sammlung von 11 Ohgecten lässt sich als eine Zu- 
sammenfassung von 7 Objecten mit 4 Objecten betrachten" ; „Stoff 
ist dasjenige welches Widerstand leistet", = „aller Stoff leistet 
Widerstand" und „alles Widerstandleistende ist Stoff^. Endlidi 
die particularen Ürtheile mit „nur" enthalten nur einen sprachlich 
verkürzten Ausdruck für zwei gewöhnliche particulare ürtheile 
(„nur in einigen geologischen f ormationen werden thierische (Jeher- 
reste angetroffen" = „in einigen geologischen Formationen wer- 
den thierische üeberreste angetroffen" und „in einigen geologischen 
Formationen werden nicht thierische üeberreste angetroffen"). 

Einen zweiten auffallenden unterschied zeigen die ürtheile in 
Betreff der Qualität Es giebt ürtheile, welche von der im 
Subject bezeichneten Wirklichkeit üebereinstimmung mit der 
Frädicatvorstellung behaupten, und es giebt andere, welche 
eben diese üebereinstimmung leugnen; jene heissen bejahende, 
diese verneinende ürtheile. Zur ersteren Gruppe gehören: 
„Gold ist ein MetaU", „alle Metalle sind Elemente", „einige 
Metalle sind leichter als Wasser"; — zur zweiten: „Gh>ld wird 
von Säuren nicht angegriffen", „keine Säuren sind Elemente", 
„einige Säuren enthalten nicht Sauerstofll" 
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Nach der Belation pflegt man die CTrtheile in kategorische, 
hypothetische und disjunctive einzutheilen. Kategorisch sollen 
dann die Urtheile heissen welche die üebereinstimmung des 
Subjectes mit der Prädicatvorstellong als gewiss setzen, — hy- 
pothetisch dierjenigen in welchen diese Üebereinstimmung von 
einer Bedingung abhängig gemacht wird, — disjunctiv end- 
lich die Urtheile welche nur behaupten, dass von mehreren 
ürtbeilen Eines wahr sein muss. Es lässt sich aber zeigen, 
dass dieser Eintheilung nicht erkenntnisstheoretische, sondern 
bloss granmiatische Bedeutung zukommt. Denn erstens können 
disjunctive Urtheile immer auf hypothetische zurückgeführt 
werden; wodurch zugleich eine den disjunctiven Urtheilen an- 
haftende Unbestimmtheit gehoben werden kann. Das disjunctive 

Urtheil: entweder A ist B, oder C ist D, oder etc. kann 

nämlich entweder bedeuten, dass mindestens eins von den 
aufgestellten Urtheilen wahr sein muss; oder es kann behaup- 
ten wollen dass nur eins von den aufgestellten Urtheilen wahr 
sein kann und muss. Für den ersten Fall kann als Beispiel 
dienen: „sichtbare Objecto sind entweder selbstleuchtend oder 
werfen licht zurück"; wobei die Möglichkeit dass Beides der 
Fall ist nicht ausgeschlossen wird. Solche Urtheile lassen sich 
immer zweckmässig in hypothetische umsetzen: „wenn sicht- 
bare Objecto nicht selbstleuchtend sind, so werfen sie licht 
zurück". Beispiele des zweiten Falls bieten die Sätze: „das 
Urtheil ist entweder wahr oder falsch", „jedes Dreieck ist ent- 
weder scharfwinklig oder rechtwinklig oder stumpfwinklig": das 
Urtheil sowie das Dreieck kann nicht Eins und das Andere 
zugleich sein. Dieser Sachverhalt kann nur durch zwei oder mehr 
hypothetische Urtheile vollständig ausgedrückt werden: „wenn 
das Urtheil nicht wahr ist, so ist es falsch, — wenn es wahr 
ist so ist es nicht falsch"; — „wenn das Dreieck nicht scharf- 
winklig oder rechtwinklig ist, so ist es stumpfwinklig, — wenn 
es scharfwinklig ist, so ist es weder rechtwinklig noch stumpf- 
winklig, — wenn es rechtwinklig ist, so ist es nicht stumpf- 
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winklig." — Wenn demnach das disjunctive ürtheil nur als eine 
ungenaue sprachliche Abkürzung des Inhaltes eines oder mehrerer 
hypothetischen Urtheile zu betrachten ist, so lässt sich weiterhin 
leicht nachweisen, dass auch zwischen hypothetischen und 
kategorischen ürtheilen ein sachlicher Unterschied nicht existirt 
Denn in dem hypothetischen Urtheil : wenn A B ist, so ist C D, 
gehört offenbar die Bedingung mit zum Subject; es sollte eigent- 
lich heissen: C, wenn AB ist — ist D. Zum Beispiel: in dem 
ürtheil: „wenn es blitzt, so donnert es", wird von demjenigen 
Theilen der Wirklichkeit wo es blitzt, ausgesagt dass es dort 
auch donnere; — in dem Urtheil: ^wenn die Könige bau'n haben 
die Earmer zu thun", ist das eigentliche Subject: die Kärrner 
der bauenden Könige. (Man vergleiche die Beispiele auf S. 47) 
In den hypothetischen genau so wie in den kategorischen 
Ürtheilen wird demnach von einem bestimmten oder unbestimm- 
ten Theil der Wirklichkeit Uebereinstimmung mit der Pr&dicat- 
Yorstellung behauptet oder geleugnet ; und es ist eine rein sprach- 
liche Angelegenheit, ob man diese Ueberzeugung in einer oder 
in der anderen Form ausdrücken wird. Auch lässt die Sprache 
bei manchen kat^orischen Ürtheilen die hypothetische Formu- 
lirung zu, und umgekehrt Aber selbst wo diese Umgestaltung 
nicht oder nur in gezwungener Weise möglich ist, hat der Un- 
terschied zwischen den beiden Urtheilsformen keine erkenntniss- 
theoretische Bedeutung. Die wesentlichen Bestandtheile des Urtheils : 
ein Wirkliches und eine Vorstellung mit welcher dasselbe über- 
einstimmen oder nicht übereinstimmen soll, Subject und Prädicat, 
lassen sich aus jedem kategorischen oder hypothetischen Urtheil 
absondern ; und auch das Yerhältniss zwischen beiden ist in dem 
einen Falle dasselbe wie in dem anderen. — Die Unterscheidung 
der Urtheile nach der Belation betrifft demnach nicht den Inhalt 
sondern die Ausdrucksweise; für die Erforschung der erkennt- 
nisstheoretischen Yerbindungsgesetze kann dieselbe ohne Nachtheil 
ausser Acht gelassen werden. 
Aehnliches gilt fiir die Unterscheidung nach der Modalität 
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Je nachdem nämlich entweder die blosse Thatsache, oder die 
Nothwendigkeit, oder endlich die Möglichkeit, dass irgend ein 
Wirkliches mit einer bestimmten Yorstellung übereinstimme oder 
nicht übereinstimme, behauptet wird, pflegt man die XJrtheile in 
assertorische, apodiktische und problematische ein- 
zatheilen. Allerdings ist diese Unterscheidung nicht ohne erkennt- 
nisstheoretische Bedeutung; aber die Yerbindungsgesetze der Ur- 
theile werden durch dieselbe nicht berührt. In den ürtheilen 
„A muss B sein" oder „A kann B sein" gehört eben das 
„muss" oder „kann" zum Prädicat; die Yorstellung mit welcher 
A übereinstimmen soll ist nicht B, sondern das B-sein-müssen, 
bezw. B-sein-können. Was diese etwas dunkeln Yorstellungen 
eigentlich enthalten, werden wir später sehen (25); für jetzt 
genügt es darauf hingewiesen zu haben, dass apodiktische und 
problematische ürtheile sich in der bezeichneten Weise als as- 
sertorische auffassen lassen, und sich nach den nämlichen Ge- 
setzen verbinden, welche die Yerbindung assertorischer ürtheile 
beherrschen. Was aber die sogenannte „Folgerung nach der mo- 
dalen Consequenz" anbelangt, in welcher von der Nothwendig- 
keit auf die Wirklichkeit, oder von der Wirklichkeit auf die 
Möglichkeit geschlossen wird, — auch diese lässt sich durch Ein- 
schaltung einer neuen Prämisse, welche die Definition des Begriffe 
der Noth wendigkeit oder der Möglichkeit enthält, auf den gewöhn- 
lichen Schluss aus rein assertorischen Prämissen zurückführen. 
Wir behalten demnach für die vorläufige Classification der 
Ürtheile zwei Eintheilungsgründe übrig: den der Qualität und 
den der Quantität. Die Yerbindung derselben ergiebt vier Ar- 
ten von TTrtheüen: 

allgemein bejahende (alle A sind B), 
allgemein verneinende (kein A ist B), 
particular bejahende (einige A sind B), 
particular verneinende (einige A sind nicht B). 

Die zwischen Klammem gestellten Sätze können als die allge- 
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meine Fonn der betreffenden ürtheile betrachtet werden; wobei 
aber nicht vergessen werden soll dass es manchmal, in Folge der 
früher erwähnten sprachlichen Schwierigkeiten, kanm möglich 
sein wird, ein gegebenes TJrtheil in die zugehörige Form hinein- 
zupressen. Nicht selten wird die Form: „wenn A ist, ist B (ist 
B nicht, ist B bisweilen, ist B bisweilen nicht)" oder die andere : 
„wenn F Q ist, ist A B (nicht B, bisweilen B, bisweilen nicht B)" 
besser passen als die zuerst angestellte. Was aber allen diesen 
Fällen gemeinsam ist, ist der (Sedanke einer mehr oder weniger 
bestimmten Wirklichkeit, welche mit einer einfachen oder zu- 
sammengesetzten Vorstellung ganz oder zum Theil übereinstimmen 
oder nicht übereinstimmen solL um diesen allgemeinen Fall rein, 
ohne Einmischung sprachlicher Faktoren, sich vor Augen stellen 
zu können, ist es wünschenswerth, eine althergebrachte logische 
Zeichenschrift zu benutzen, durch welche jene Faktoren vollständig 
eliminirt werden können. Die im TJrtheil gedachte Wirklichkeit 
pflegt man nämlich durch einen willkürlichen Buchstaben X, die 
Vorstellung welcher dieselbe entsprechen soll durch einen zweiten 
Buchstaben Y zu bezeichnen, (wobei immer der vorhergehende 
Buchstabe jene Wirklichkeit, der nachfolgende diese Vorstellang 
bedeutet) ; der qualitative und quantitative Charakter des XJrtheils 
wird dann durch ein kleines a, e, i oder o zwischen jenen beiden 
Buchstaben angedeutet Wir haben demnach als allgemeinen 
Ausdruck 

für ein allgemein bejahendes TJrtheil : X a Y. 

für ein allgemein verneinendes TJrtheil: XeY. 

für ein particular bejahendes TJrtheil: XiY. 

für ein particular verneinendes TJrtheil: XoY. 

16. Die AristoteliMhen Denkgesetze; die Methode derltnter- 

eucliiing. Die (besetze welche die Abhängigkeit der zusammen- 
gesetzten von den zusammensetzenden TJrtheilen nach Quantität 
und Qualität ausdrücken, sind schon von Aristoteles angefunden 
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worden. Der natürliche Weg zur Ermittelnng dieser Qesetze ist 
derjenige des synttietischen Experiments. Ansgangsponkt und 
Motiv der Untersuchung ist die Ei&hrungsthatsache, dass zwei 
ITrtheile welche im Bewusstsein zusammentreten, unter umstän- 
den ein drittes TTrtheil erzeugen, welches die Oewissheit dersel- 
ben theilt Die Grundgesetze welche diesen Process beherrschen 
sind zwar, wenn einmal auffanden, unmittelbar evident; aber 
keineswegs auch unmittelbar als solche bekannt. Weder verfügt 
das natürliche Denken ursprünglich über eine theoretische Erkennt- 
niss der dasselbe beherrschenden Gesetze, noch auch pflegen diese 
Gesetze bei ihrer thatsächlichen Anwendung zum Bewusstsein zu 
kommen. Man kann ein ausgezeichneter Denker sein, und dennoch 
auf die Trage, nach welchen Gesetzen das Denken stattfindet, die 
Antwort schuldig bleiben; denn nur der An&ngs- und der End- 
punkt eines bestimmten Schlussprocesses, höchstens noch einzelne 
Zwischenglieder, aber nicht der Weg der dieselben verbindet, 
werdm mit Bewusstsein vorgestellt Die Grundgesetze des Den- 
kens können demnach nur in der Weise ermittelt werden, dass 
man dieselben aus den thatsächlich vorkommenden Denkerschei- 
nungen abstrahirt. Soll aber diese Untersuchung der YoUständig- 
keit ihrer Resultate gewiss sein, so muss sie auf experimentellem 
Wege geführt werden. 

Die Möglichkeit diese experimentelle Untersuchung in streng 
systematischer Weise durchzuführen, verdankt man einer auf die 
alltSgliche Er&hrung des Denkens sich stützenden Begel, welche 
zwar ohne grosse theoretische Bedeutung, für unsere jetzige 
Untersuchung aber von eminent praktischer Wichtigkeit ist Schon 
eine oberflächliche Durchmusterung der gegebenen Denkerschei- 
nungen lehrt n&mlich, dass zwei Urtheile nur dann zu einem 
dritten Urtheil sich verbinden, wenn dieselben ein Glied gemein- 
schaftlich haben, d. h. wenn entweder der SubjectbegrifT oder der 
Prädicatbegriff des einen mit dem Subject- oder Prädicatbegriff 
des anderen identisch ist (vgl. S. 48—49). Die Anwendung dieser 
Regel, in Yerbindung mit der angestellten vorläufigen Classifi- 
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cation der XJrtheile, ermöglicht es, für die experimentelle ünter- 
sQchang der logischen Yerbindungsgesetze ein yoUst&ndiges Sdmna 
zu entwerfen. Denn erstens ist es klar dass jener den beiden 
ürtheilen gem^inschäfUicbe Begriff (der Mittelbegriff, M) 
entweder in einem XJrtheil als Snbjectbegriff nnd im anderen als 
Prädicatbegriff (M - X, Y - M), oder in beiden als Prädicatbegriff 
(X-M, Y-M), oder in beiden als Snbjectbegriff (M-X, M-Y) 
auftreten kann. Demnach haben wir zunächst drei Gruppen 
von Urtheilsverbindungen zu unterscheiden und jede für sich zu 
untersuchen. Sodann aber müssen wieder in jeder Gruppe die 
EÜle unterschieden werden in denen wir es mit einer allgemein 
bejahenden, allgemein yemeinenden, particular bejahenden oder 
particular verneinenden ersten Prämisse, und sodann die Fälle 
in denen wir es mit einer allgemein bejahenden, allgemein ver- 
neinenden, particular bejahenden oder particular verneinenden 
zweiten Prämisse zu thun haben. Es ergeben sich demnach 
innerhalb jeder Gruppe sechszehn Ealle, welche sich schemar 
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im Ghinzen also 3 X 1^6 = ^8 mögliche Fälle. Das heisst : sofern 
wir nur Quantität und Qualität der XJrtheile sbwie die Stellung 
des Mittelbegriffes berücksichtigen, lassen sich im Ganzen 48 veiv 
schiedene Gombinationen zweier XJrtheile denken. Jede dieeer 
48 Gombinationen muss demnach für sich experimentell unter- 
sucht werden. XJeber die Art und Weise wie diese XJntersuchung 
geführt werden soll, lassen sich allgemeine Hegeln kaum auf- 
stellen: nur soviel lässt sich im Yoraus sagen, dass man die 
betreffenden XJrtheile möglichst klar sich veigegenwärtigen, dann 
den Mechanismus des Denkens wirken lassen und die Erzeugung 
oder Nichterzeugung eines neuen XJrtheils abwarten muss. Kommt 
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aber ein neues Urtheil wirklich zu Stande, dann muss man scharf 
zusehen ob vielleicht, ausser Anfangs- und Endpunkt des Pro- 
cesses, noch einzelne Zwischenstadien ins Bewusstsein treten, 
und diese in möglichster (Genauigkeit und YoUständigkeit notiren. 
Natürlich muss, wie bei jeder experimentellen Untersuchung, 
dafür gesoigt werden dass der zu untersuchende Process sich 
rein, unter Ausschliessung aller störenden Einflüsse, abspielen kann. 
Das Ziel der Untersuchung ist, die Itedeutung der Qualitäts- und 
QuantitätsYerhältnisse der Prämissen für den Schlussprocess ken- 
nen zu lernen : es darf demnach n u r an diese Yerhältnisse, und 
nicht etwa an bestimmte, dieselben exemplificirende Inhalte ge- 
dacht werden. Letzteren Falles lässt sich die Ge£üir nicht ver- 
meiden dass die verwendeten Beispiele, ausser durch ihre logische 
Form, auch durch ihren bestimmten Inhalt in den Denkprocess 
eingreifen, und das Eigebniss desselben falschen. Wenn z.B. 
Einer mit ürtheilen von der Form X a M und Y i M experimen- 
tiren wollte, und sich dabei etwa die 'ürtheile : alle Fische athmen 
durch Kiemen, und: einige Wirbelthiere athmen durch Kiemen, 
vor Augen stellte, so könnte er leicht glauben dass die Oewiss- 
heit des Satzes: einige Wirbelthiere sind Fische, nach logischen 
Gesetzen aus den angestellten Prämissen hervorgehe; während 
thatsachlich, wie wir sogleich sehen werden, aus Prämissen von 
der Form XaM und YiM kein neues Urtheil entstehen kann, 
und demnach die Oewissheit des Satzes: einige Wirbelthiere 
sind Fische, der Einmischung inhaltlicher, von der Form der 
gegebenen ürtheile unabhängiger Erwägungen zu vordanken 
sein mus& 

17. Ergebnisse. Das Eigebniss der Untersuchung wird nun im 
Allgemeinen Folgendes sein : b zwei gegebene Ürtheile eine 
Yerbindung eingehen, und wie das aus dieser Yerbindung resul- 
tirende Urtheil beschaffen ist, wird sich als fest und unabänder- 
lich bestimmt, von allen individuellen Zufölligkeiten unabhängig 
erweisen, sofern nur die Experimente mit genügender Soi^falt 
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angestellt worden sind. Die Zwischenstadien dagegen welche An- 
fang and Ende des Processes mit einander verbinden, werden 
bei verschiedenen Personen, and bei der nämlichen Person zu 
verschiedenen Zeiten, nicht immer dieselben sein: doch wird 
man immer finden dass der Weg des Einen aach dem Anderen 
zaganglich ist, and sodann, dass sämmtliche üebergänge sich 
unter gewisse gemeinschaftliche, später zu erörternde, allgemeine 
Gesetze anterbringen lassen. Ich werde mich demnach in meinem 
Referate darauf beschranken, für jeden Fall einen einzigen Wog, 
auf dem sich die Schlussfolgerung aus den Prämissen entwickeln 
kann, zu zeigen. 

Die sämmtlichen Ergebnisse der Untersuchung findet man in 
der Tabelle auf S. 58 in übersichtlicher Weise zusammengestellt 
Die Bedeutung der Zeichen ist die nämliche wie in den chemi- 
schen Formeln, indem vor dem Gleichheitszeichen die zu verbin- 
denden ürtheile, hinter demselben die Ergebnisse der Verbin- 
dung aufgestellt worden sind. Das Nullzeichen deutet an, dass 
keine Yerbindung stattfindet. In Gursivschrift sind diejenigen 
Fälle vorgestellt worden, welche mit anderen vorheigehenden 
materiell identisch sind, und demnach keiner besonderen Unter- 
suchung bedurften. 

Hier das Nähere über die Art und Weise, wie in jedem be- 
sonderen Falle die Verbindung zu Stande kommen kann. 

Erste Gruppe. Allgemeine Form: M-X-|-T-M = 

ir Fall: MaX-l-YaM. AUe Y sind M; da aber alle H X 
sind, müssen auch die Y T^elche M sind, also alle Y, X sein (s) ^) : 
YaX. 

Wenn aber alle Y X sind, müssen auch wenigstens einige X Y 
sein (c):XiY. 



i) Die zwischen Klammem gestellten Bachstaben wolle man für den Augenblick 
übersehen; ihre Bedeutung wird später (S. 65) erklärt werden. 
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2r Fall: MaX + YeM. Alle M sind X, demnach einige X 
auph M (c). Kein Y ist M, folglich auch kein H Y (c) ; es können 
also anch die X welche M sind nicht Y sein (s); einige X sind 
also nicht Y:XoY. 

3r Fall: MaX + YiM. Einige Y sind M; da allelf Xsind, 
sind auch diese^ also mindestens einige Y X (s) : Y i X. 

Wenn aber einige YX sind, müssen nothwendig auch einige 
XY sein (c):XiY. 

4r Fall: MaX + YoM. Kein Resultat. 

5r Fall: MeX + YaM. Alle Y sind M; nun ist aber kein 
M X, demnach auch diese Y welche M sind nicht (s) : Y e X 

Wenn aber kein Y X ist, so kann auch kein X Y sein (c) : X e Y. 

6r Fall: MeX + YeM. Kein Resultat 

7r Fall: MeX + YiM. Einige Y sind M; daaberkeinMX 
ist, so können auch die Y welche M sind nicht X sein (s); 
einige Y sind also nicht X : Y o X. 

8r Fall: MeX + YoM. Kein Resultat. 

9*- Fall: MiX + YaM. Kein Resultat 

lOr Fall: MiX + YeM. Einige M sind X; folgUch auch 
einige X M (c). Nun ist aber kein Y M, folglich auch kein M Y (c) ; 
die X welche M sind können also auch nicht Y sein (s) : X o Y. 

llr Fall: MiX +YiM. Kein Resultat 

12r Fall: MiX +YoM. Kein Resultat 

13r Fall: MoX + YaM. Kein Resultat 

14r Fall: MoX + YeM. Kein Resultat 

15r Fall: MoX + YiM: Kein Resultat 

16r Fall: MoX + YoM. Kein Resultat 

Zweite Gruppa Allgemeine Form:X-M + Y-]II = 

ir Fall: XaM + YaM. Kein Resultat 

2r Fall: XaM + YeM. Alle X sind M; nun ist aber kein 
YM, folglich auch kein MY (c), folglich auch die X welche M 
sind nicht (s) : X e Y. 

Wenn aber kein X Y ist^ so ist offenbar auch kein Y X (c) : Y e X. 
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3^ Fall: XaM-fYiM. Kein Besoltat. 

4' Fall: XaM + YoM. Gesetzt es wären alle YX^somüss- 
ten, da alle XM sind, auch alle YM sein (s). Nun sind aber 
einige Y nicht M; folglich können nicht alle YM sein (o). Die 
ursprüngliche Annahme ist demnach anrichtig : nicht alle Y sind X ; 
folglich» sind einige Y nicht X (o) : Y o X 

5r Fall: XeM-f^aM. Ist mit dem zweiten Fall identisch. 

6r Fall: XeM + TeM. Kein Resultat 

7r Fall: XeM + YiM. Einige Y sind M; nun ist aber kein 
XM, demnach auch kein MX (c); folglich sind auch die Y 
welche M sind nicht X (s), d. h. einige Y sind nicht X : Y o X. 

8r Fall: XeM + YoM. Kein Besultat 

9r Fall: XiM + YaM. Ist mit dem dritten Fall identisch. 

10'' Fall : X i M -f- 7 e ^« Ist mit dem siebenten Fall identisch. 

llT Fall: XiM + YiM. Kein Besultat 

12r Fall: XiM + YoM. Kein Besultat 

13r Fall: XoM + YaM. Ist mit dem vierten Fall identisch. 

Ur Fall: XoM + YeM. Ist mit dem achten Fall identisch. 

15r Fall: XoM + TiM. Ist mit dem zwölften Fall identisch. 

16r Fall: XoM + YoM. Kein Besultat 

Dritte Gruppa Allgemeine Form: M-X-f-M- Y = .... 

ir Fall: MaX + MaY. Alle M sind Y, folglich einige Y M (c). 
Nun sind alle M X, folglich auch diese (s) : einige Y sind X : Y i X. 

Wenn aber einige YX sind, so sind offenbar auch einige 
XY(c):XiY. 

2r Fall: MaX + MeY. Alle M sind X, folglich einige X M (c). 
Nun sind keine M Y, folglich auch diese X nicht (s) : X o Y. 

3r Fall: MaX + Mi Y. Einige M sind Y, folglich auch einige 
YM(c). Da nun alle MX sind, sind auch diese YX(s):YiX. 

Wenn aber einige YX sind, so müssen auch einige XYsein 
(c):XiY. 

4r Fall: MaX + MoY. Gesetzt dass alle XY wären, so 
müssten auch aUe M welche X sind, demnach alle M, Y sein (s). 
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Nun sind aber einige M nicht Y; demnach können nicht alle 
MY sein (o). Es muss also die erste Yoraussetzong fiüsoh mein: 
nicht alle X sind Y; folglich sind einige X nicht Y(o):XoY. 

5r Fall: MeX + MaY. Ist mit dem zweiten Fall identisch. 

6r Fall: MeX + MeY. EeiMtesultat 

7r Fall: MeX + MiY. Einige M sind Y, folglich auch einige 
YM(c). Nun ist aber kein MX, demnach auch diese Y nicht 
(s):YoX 

8r Fall: MeX + MoY. Kein Besultat 

9r Fall: MiX-l-MaY. Ist mit dem dritten FaU identiech. 

lOr Fall: MiX + MeY. Ist mit dem siebenten Fall identisch. 

1I>- Fall: MiX + MiY. Xein Resultat. 

12>- Fall: MiX + MoY. Kein Besultat 

13r Fall: MoX + MaY. Ist mit dem vierten Fall identisch. 

14r Fall: MoX-l-MeY. Ist mit dem achten Fall identisch. 

lör Fall: MoX + MiY. Ist met dem zwölften Fall identisch. 

16r Fall: M oX + MoY. Kein Resultat 

Die Etgebnisse der Yorhergehenden Untersuchung sind nichts 
weiter als empirische Gesetze des Denkens. Genaa so 
wie in der chemischen Formel 2 Hj -f 0, = 2 H9 nur die all- 
gemeine Thatsache zum Ausdruck kommt, dass zwei Yolumen 
Wasserstoff mit einem Yolumen Sauerstoff sich unter geeigneten 
Umständen zu zwei Yolumen Wasserdampf verbinden, — genau 
so sagt die logische Formel MaX-{-MaY = YiX-|-XiY nur 
aus, dan zwei allgemein bejahende Urtheile mit gemeinschaft- 
lichem Subjectbegnff unter geeigneten Umständen im Bewusstsein 
zwei neue particular bejahende Urtheile erzeugen, in denen die 
Prädicatbegriffe der ursprünglichen Urtheile als Subject- und 
PrädicatbQgrifl^ beziehungsweise als Prädicat- und Subjectb^grifF 
auftreten. Warum in diesem Falle wohl, dagegen etwa bei der 
Gombination M e X -(- M e Y nicht eine Erzeugung neuer Urtheile 
stattfindet, davon wissen wir zur Zeit noch Nichts. Yon der 
unerschütterlichen Nothwendigkeit aber, welche diese Yerhältnisse 
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beheizBcht, und welche, wenn die Prämissen zugegeben sind, uns 
zwingt auch die Schlussfolgerung für wahr zu halten, mOge man 
sich . durch Wiederholung der oben mitgetheilten Experimente 
überzeugen. 

18. Dia Gesetze des Folgerns und der unmtttsibars Schluss. 

Es hat sich gezeigt, dass von den 48 Combinationen zweier 
ürtheile, welche unter ausschliesslicher Berücksichtigung der 
Stellung des MittelbegriffeSy der Qualität und der Quantität der 
ürtheile denkbar sind, nur 21 die Erzeugung eines oder zwder 
neuer ürtheile im Bewusstsein ermdglichen; sodann, dass von 
diesen 21 Combinationen 7 mit 7 anderen materiell identisdi 
sind, sodass wir als Endresultat 14 verschiedene Bälle übrig be- 
halten, in denen zwei ürtheile sich zu einem oder zweien neuen 
ürtheüen verbindm. Es erhebt sich nun zuerst die Frage, ob es 
möglich sei, die empirischen Formeln in welchen wir den 
wesentlichen Inhalt dieser verschiedenen Fälle ausgedrückt haben, 
auf andere, einfachere und allgemeinere psychische Gesetze zu- 
rückzuführen. 

Wenn wir uns darauf besinnen, wie wir eigentlich in diesen 
verschiedenen Fällen von den Prämissen zur Schlussfolgerung 
gelangt sind, so finden wir im Allgemeinen Folgendes : In einigen 
Fällen (1:1a, 3a, 6a, 7) hatten die Prämissen von Hause aus 
die Form: 

Alle M sind A (nicht A) 
Alle (^nige) B sind M, 

woraus wir dann sofort geschlossen haben: 

Alle (einige) B sind A (nicht A). 

In anderen Fällen (I: 2, 10; II: 2a, 7; HI: la, 2, 3a, 7) 
fanden mit den g^ebenen ürtheüen, jedes für sich betrachtet, 
gewisse Umbildungen statt, aus denen sich zwei ürtheUe von 
der soeben bezeichneten Form ergaben, und durch welche eine 
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ähnliche unmittelbare Ableitung der Schlussfolgerung möglich 
gemacht wurde ; oder aber (1 : 1 b, 3 b, 5 b; ü: 2 b; HI: Ib, 3 b) 
es wurde die Schlussfolgerung durch eine derartige Umgestaltung 
aus einer bereits früher erhaltenen Schlussfolgerung abgeleitet 
In den beiden übrigen Fällen aber (ü: 4; HI: 4) wurde ein 
versuchsweise au%e8telltes Urtheil mit einer der gegebenen 
Prämissen in der vorhin beschriebenen Weise verbunden; sodann 
aber aus der anderen Prämisse die Unwahrheit des Ergebnisses 
dieser Verbindung, die Unwahrheit des versuchsweise angestellten 
Urtheils, und die Wahrheit eines anderen Urtheils gefolgert Der 
ganze Schlussprooess beruht demnach in letzter Instanz : erstens 
auf der Möglichkeit, zwei Urtheile von der Form „alle M sind A 
(nicht A)" und „alle (einige) B sind M" in der bezeichneten 
Weise zu verbinden, — zweitens auf der Thatsache, dass sich 
aus der Qewissheit Eines Urtheils mit psychologischer Noth- 
wendigkeit die Gewissheit anderer Urtheile etgiebt Wir woUen 
zuerst untersuchen, noch welchen Gesetzen diese Folgerungen 
oder Schlüsse aus Einer Prämisse, sofern sie erfordert 
sind um die Verbindung zweier Urtheile zu vermitteln, zu Stande 
kommen. 

Wenn wir zu diesem Zwecke noch einmal nachsehen, was wir 
im vorhergehenden Paragraphen über die Art und Weise, wie 
sich aus g^benen Prämissen die Schlussfolgerung entwickelt, 
referirt haben, so finden wir folgende Uebergänge von einem 
Urtheil auf das andere: 

1. Von AaB auf BiA (I: 1 b, 2; III: la, 2), 

2. Von AeB auf BeA (I: 2, 5b, 10; 11: 2ab, 7), 

3. Von AiB auf BiA (L: 3b, 10; LH: 1 b, 3ab, 7), 

4. Von AoB auf die Unwahrheit von AaB (II: 4; DI: 4), 

5. Von der Unwahrheit von AaB auf AoB (11: 4; III: 4). 

Die ersten drei Folgerungen heissen Folgerungen durch 
Con Version, die beiden anderen Folgerungen durch Op- 
position. In der Darstellung des vorigen Paragraphen sind 
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jene durch das Zeichen (c), diese durch (o), die unmittelbaren 
Schlüsse durch (s) bezeichnet worden. 

Es lässt sich aber unschwer nachweisen, dass von diesen 
üebeigangen nur wieder ein Theil wirklich logischer, die übrigen 
dagegen rein sprachlicher Natur sind. 

Denn was erstens den unmittelbaren Schluss betrifft, in 
welchem aus „alle M sind A (nicht A)" und „alle (einige) B 
siud M" abgeleitet wird dass „alle (einige) BA (nicht A) sind", 
so haben wir es hier im Grunde nur mit einer Folgerung von 
„alle M" auf „einige M" zu thun. Wenn wir wissen dass alle 
(einige) B M sind, so wissen wir auch dass in der Formel „alle 
M" diese B mit eingeschlossen sind, und dass demnach die Fol- 
gerung von MaA auf BaA (BiA) oder von MeA auf BeA 
(B A) im Qrunde nur eine Folgerung von MaA auf M i A oder 
Ton MeA auf MoA ist. Letztere Folgerungen enthalten aber 
keinen wesentlichen Denkübergang, sondern lassen nur etwas, 
welches in dem ursprünglichen ürtheil schon gesagt war, deut- 
licher hervortreten. Das ürtheil: „alle M sind A (nicht A)" ist 
einfach ein abgekürzter Ausdruck für das andere: „M^ und M^ 

und und Mb sind A (nicht A)"; und wir brauchen nur von 

einem Theil der hierin vorkommenden M abzusehen, um das 
Ürtheil „einige M sind A (nicht A)" zurückzubehalten. Eine neue 
Einsicht ist dadurch nicht entstanden. 

AehnUches lässt sich auch von den Folgerungen durch Gon- 
Version bejahender Urtheile (AaB-BiA, AiB-BiA) 
behaupten. Das ürtheil AaB, bezw. AiB, bedeutet nur (14), 
dass alles, bezw. einiges Wirkliche welches der Vorstellung A 
entspricht, auch der Yorstellnng B entspreche; in diesem ürtheil 
ist also schon ai^sgesprochen worden, dass es Wirkliches giebt 
welches sowohl der Yorstellung A als der Torstellung B ent- 
spricht; und diese üeberzeugung wird nur in anderer Form 
wiederholt, wenn es uns beliebt zu sagen dass einige BA sind. 
Auch die Conversion positiver ürtheile kann demnach nicht als 

ein Fall der Erzeugung eines neuen ürtheils betrachtet werden. 

5 
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Etwas anders yerhlQt sich die Sache l>ei den Folgerungen 
durch Gonrersion verneinender XJrtheile (AeB-BeA). 
Wenn wir aus dem Satze: „kein A ist B," folgern dass auch 
kein BA ist, so bringen wir einen üebeigang zu Stande, der 
allerdings evident (d.h. psychisch nothwendig), abw keineswegs 
rein sprachlicher Natur ist Das Wirkliche auf welches die Fol- 
gerung sich bezieht, ist ein ganz anderes als dasjenige, von dem 
in dem ursprünglichen ürtheile die Bede war. Wir hatten zuerst 
etwas gesagt von allem Wirklichen sofern es der Vorstellung A 
entspricht: wir sagen jetzt etwas von dem keineswegs damit 
identischen oder darin enthaltenen Wirklichen, welches der Yorstel- 
lung B entspricht Wir haben es also hier mit der Erzeugung eines 
neuen TJrtheils, mit einem wirklichen Denkübeigange zu thun ; was 
wir vorläufig nur constatiren, um später darauf zurückzukommen. 

Einen wirklichen Denkübergang bedeuten auch die Folgerungen 
durch Opposition. Wenn ich sage: „einige A sind nicht B", 
so sage ich allerdings etwas woraus die Unwahriieit des Satzes 
„alle A sind B", unmittelbar einleuchtet: aber diesen Satz selbst 
habe ich keineswegs schon ausgesprochen, geschweige denn be- 
urtheilt Ich mag den Inhalt des Satzes „einige A sind nicht B" 
durch Definitionen erläutern soviel ich will: ich werde darin 
über die Unwahrheit des Satzes: „alle A sind B'* niemals etwas 
antreffen. Es ist eben hier, und ähnlich bei der anderen Folge- 
rung durch Opposition, eine neue Einsicht entstanden : eine That- 
Sache welche wir vorläufig nur wieder anerkennen, nachher aber 
genauer untersuchen werden. 

Die wesentlichen Denkübei^nge, auf welchen sämmtliche 
Schlussoperationen welche wir untersucht haben beruhen, sind 
demnach folgende: 

1. Die Folgerung durch Gonversion negativer Ürtheile (AeB-BeA). 

2. Die Folgerung durch Opposition von A o B auf die Unwahr- 
heit von AaB. 

3. Die Folgerung durch Opposition von der Unwahrheit van AaB 
auf A B. 
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19. Die Grundgesetze dee logiecheii Denkene. Lassen sich aber 
die psychologischmi Processe, darcfa welche diese Folgerungen za 
Stande kommen, noch weiter analysiren ? Wir werden in der 
That finden dass dieses möglich ist; und zwar dass dieselben 
sich sämmtlich auf zwei fundamentale, nicht weiter reducirbare 
und keine Ausnahme erMdende psychische Gesetze zurückführen 
lassen. Diese Gesetze sind: erstens das Gesetz des Wider- 
spruchs (principium contradictionis), welches besagt, dass Be- 
jahung und Verneinung im Denken sich ausschlies- 
sen, dass also neben dem Urtheil „A ist B" das ürtheii „Aist 
nicht B", und neben dem Urtheil „A ist nicht B'' das Urtheil 
^A ist B" im Denken nicht bestehen kann; — zweitens das 
Gesetz des ausgeschlossenen Dritten (principium ex- 
clusi tertii), welches ausdrückt, dass es für das Denken 
neben Bejahung und Verneinung kein Drittes giebt, 
dass also, wenn das Urtheil „A ist B" verworfen wird, das Ur- 
theil „A ist nicht B" angenommen, und wenn das Urtheil 
„A ist nicht B" verworfen wird, das Urtheil „A ist B" ange- 
nommen werden muss. Wir werden jetzt nachweisen, dass aus 
diesen beiden Grundgesetzen des Denkens sich die drei Gesetze 
des Folgerns, auf welche wir sämmtliche Gesetze des Schliessens 
zurückgeführt haben, vollständig ericlären lassen. 

Untersuchen wir zuerst die Folgerung durch Gonver- 
sion negativer Urtheile; fragen wir also, was eigentlich 
im Bewusstsein stattfindet, wenn wir von A e B auf B e A fol- 
gern. Ich finde bei genauester Zergliederung des eigenen Denkens 
folgende Zwischenstadien: Gesetzt der Satz BeA wäre falsch; 
es wäre also nicht für alle B wahr» dass sie nicht A sind, so 
würde das heissen, dass wenigstens einige B nicht nicht A 
sind. Folglich müssten diese BA sein (Ges. d. a. Dr.): es wären 
also einige BA; oder auch (S. 65) einige AB. In dem gegebenen 
Urtheil AeB ist aber schon gesagt worden dass alle, demnach 
auch diese A (S. 65), nicht B seien ; dieselben wären also zugleich 
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B und nicht B. Die Annahme dass BeA fedsch sei, welche uns 
zu dieser Gonsequenz nöthigen würde, ist demnach unrichtig 
(Gtes. d. Wid.); und BeA mnss richtig sein (Oes. d. a. Dr.). 

Die Folgerang durch Opposition von A o B auf die Unwahrheit 
von AaB vollzieht sich etwa folgenderweise: Wir wissen dass 
einige A nicht B sind; wären aber alle AB, so müssten auch 
diese einigen AB sein (S. 65): also zugleich B und nicht B 
sein. Die Annahme dass alle A B sind ist demnach fiüsch 
(Ges. d. Wid.). 

Endlich die Folgerung durch Opposition von der 
Unwahrheit von AaB auf AoB lässt sich noch leichter 
auf die Orundgesetze zurückführen. Gegeben ist die Unwahrheit 
des Satzes AaB; es gilt demnach nicht für alle A dass sie B 
seien: folglich müssen mindestens einige A nicht B sein (Ges. 
d. a. Dr.). Es liesse sich selbst darüber streiten, ob nicht dieser 
Uebeigang bloss sprachlicher Natur sei; was hier unentschieden 
bleiben kann. 

Damit wäre also unser nächstes Ziel erreicht Wir haben ge- 
funden dass sämmtliche Denkprocesse, welche wir untersucht und 
in empirische Gesetze ausgedruckt haben, sich aus einer allge- 
meinsten und höchsten Thatsache, aus der Thatsachc nämlich 
dass Bejahung und Yerneinung im Denken sich aus- 
schliessen und kein Drittes neben sich haben, ohne 
Best erklären lassen. Suchen wir für diese Thatsache einen kurzen 
und erschöpfenden Ausdruck, so dürfte sich als solcher folgende 
Formel empfehlen: 

A = nicht nicht A. 

Denn diese Formel umfasst als Identitätsurtheil (15) zwei all- 
gemeine Urtheile, von denen eines sagt, dass so oft A gilt, nicht 
nicht A gilt; das andere, dass so oft nicht nicht A gilt, A gilt. 
In jenem Urtheil kommt das Gesetz des Widerspruchs, in die- 
sem das Gesetz des ausgeschlossenen Dritten zum erschöpfenden 
Ausdruck. Denn was diese Gesetze, oj^erflächlich betrachtet, mehr 
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za enthalten scheinen, lässt sich in der nichtssagenden Formel 

nicht A = nicht A. 
zusammenfassen. 

20. Naturgesetze und Normen dea Denkens. Die bisherige 
Untersuchung bezog sich ausschliesslich auf gegebene Thatsachen 
des Denkens, welche sie in empirische, dann in allgemeinere, 
zuletzt in allgemeinste Oesetze zusammenzufassen versuchte. Die 
Gesetze des Widerspruchs und des ausgeschlossenen Dritten haben 
wir als die Orundgesetze des Denkens kennen gelernt, in genau 
demselben Sinne, in welchem etwa die Oesetze der TrSgheit und 
des Kräfteparallelogramms die Grundgesetze der Mechanik sind. 
Die thatsächlich gegebene Organisation des menschlichen Denkens 
findet in denselben ihren allgemeinsten und erschöpfenden Aus- 
druck: wir können eben das menschliche Denken definiren als 
ein Denken nach den Gesetzen des Widerspruchs und des aus- 
geschlossenen Dritten; sowie wir die mechanische Bewegung 
definiren können als eine Bewegung nach den Gesetzen der Träg- 
heit und des Eräfteparallelogramms. — Nun ist es aber Thatsache, 
dass diese logischen Grundgesetze gleichzeitig auch als Normen, 
als letzte und höchste Kriterien, welche über die Gültigkeit oder 
Ungültigkeit eines vorliegenden Schlusses entscheiden, verwendet 
werden. Aus dieser Thatsache ergeben sich zwei Fragen, welche 
wir noch kürzlich beantworten wollen. 

Erstens: wie kommen wir dazu, diese Gesetze als Normen 
für das Denken anzuerkennen? Ich antworte: aus keinem ande- 
ren Grunde als weil dieselben Naturgesetze des Den- 
kens sind. Der Ausgangspunkt des Denkens liegt in der That- 
sache, dass wir Widersprechendes nicht für wahr halten können; 
eben deshalb kann uns, sofern wir Wahrheit wünschen, das 
Widersprechende nicht befriedigen. Wir haben keinen einzigen 
Grund, die Verbindung zweier sich widersprechender ürtheile als 
„unrichtig" zu verurtheilen, wenn nicht eben diesen, dass wir 
instinctiv und unmittelbar die Unmöglichkeit empfinden, die bei- 
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den ürtbeile gleichzeitig zu blähen. Man versnobe es nur, un* 
abhängig von dieser Thatsache zu beweisen, dass nur das Wider- 
spruchslose bejaht werden darf: man wird immer wieder, um 
den Beweis fuhren zu können, das zu Beweisende voraussetzen 
müssen. — Die Aufteilung der logischen Gesetze als Normen 
des Denkens ist in deren Geltung als Naturgesetze des Denkens 
schon enthalten; in dem Denken selbst ist schon die 
Beurtheilung seiner Ergebnisse gegeben. Man sollte 
doch niemals vergessen, dass nicht nur das von den Associations- 
gesetzen beherrschte Kommen und Gehen, Sichverbinden und 
Sichtrennen der Yorstellungen, sondern auch die Beurthoilung 
des Wahrheitsgehaltes derselben psychische Thatsachen sind. Aller- 
dings strebt das auf Wahrheit gerichtete Denken danach, wider- 
spruchslose Gedankenverbindungen zu erzeugen ; aber der Werth 
dieser widerspruchslosen Gedankenverbindungen hegt doch eben 
wieder in d^n Umstände, dass tbatsächlich nur das Widerspruchs- 
lose bejaht werden kann, dass also der Satz des Widersprudis 
ein Naturgesetz des Denkens ist — Die Frage, mit weichem 
Bechte wir behaupten dass nur das Widerspruchdose für wahr 
gehalten werden darf, ist demnach mit der Frage, mit welchem 
Bechte wir tbatsächlich nur das Widerspruchslose für wahr halten, 
vollkommen identisch. Ueber diese Frage werden die nächstfol- 
genden Paragraphen eingehend handeln. 

Zweitens: wie kann man etwas als Norm au&tellen, was 
schon Naturgesetz ist? Wir denken doch nicht daran zu sagen, 
jede Bewegung solle den mechanischen Gesetzen sich fügen: 
wir wissen eben dass jede Bewegung es tbatsächlich thut — 
Idi antworte: die logischen Gesetzen werden als Normen ange- 
stellt, nicht um Einen, der etwa nach anderen Gesetzen dächte, 
anes Besseren zu belehren; sondern um Einen, der schon nach 
logischen Gesetzen denkt, von der (Jnwahrhät einer vorliegenden 
Gedankenverbindung zu überzeugen. Das Neue was man dem zu 
XTeberzettgenden bietet, liegt nicht in dem Gesetze des Wider- 
sprochs, sondern in dem Nachweis dass säne Meinungen sieh 
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widersprechen. — Fragt man aber, wie denn ein nach logisdien 
Gesetzen Denkender zu widersprechenden Meinungen gelangen 
könne) so muss auf früher Gesagtes (8) zurückrerwiesen werden. 
Wie dort bemerkt wurde^ wird der Inhalt unserer oft sehr com- 
plicirten üeberzeugungen nicht bloss durch die Yerbindung^eeetze 
kraft welcher, — sondern auch durch das Material aus welchem 
sie entstanden sind mitbestimmt ; und können demnach zwei Per- 
sonen welche über ungleichartige Daten verfügen, der Identität 
der Denkgesetze ungeachtet, zu genau entgegengesetzten Ergeb- 
nissen gelangen. In ähnlicher Weise kann aber auch Ein Indivi- 
duum zu verschiedenen Zeiten zu Üeberzeugungen gelangen, 
welche, wenn scharf gegen einander gehalten, einen Widerspruch 
erkennen lassen, — welche aber, so lange man keine Yeranlas- 
sung findet sie scharf gegen einander zu halten, beide ihre Exis- 
tenz behaupten. Und zwar kann die assodative Verbindung einer 
jeden dieser Üeberzeugungen mit den Gründen, aus welchen sie 
entstanden ist, Ursache sein, dass sie nur in B^leitung dieser 
Gründe, niemals aber in Begleitung der Gründe für eine d^- 
selben widersprechende Ueberzeugung, ins Bewusstsein tritt ; dem- 
zufolge dann ein Stoss von Aussen erfordert ist um den Wider- 
spruch zum Bewusstsein zu bringen und die Aufhebung desselb^i 
zu ermöglichBi. 

Die Behauptung GöBma's und Anderer, dass die logischen Gesetze 
nur Normen, nicht Naturgesetze des Denkens seien, lässt 
sich demnach nicht aufrecht erhalten. GöBme weist darauf hin, 
„dass das natürliche Denken sich in Widersprüchen herumtum- 
melt, ohne dadurch zu Zweifeln an der Wahrheit seiner Gedan- 
ken veranlasst zu werden" ^). „Diese Behauptung schdnt aber, soweit 
sie wahr ist, nichts zu beweisen, soweit sie etwas beweisen würde^ 
nicht wahr zu sein. Wahr ist sie in dem Sinne, dass der natür- 
liche (auch wohl einmal der wissenschaftliche) Mensch zu ver- 
schiedenen Zeiten Yerschiedenes und Widersprechendes be- 



1> GöRnfG, System der kriiiseheii Buloflophie, I, 310. 
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hauptet; nur deshalb aber, weil jetzt andere Gründe Torliegen 
als firüher, und er seine frühere Behauptung sowie die Oröiide 
derselben jetzt nicht mehr anerkennt oder auch veigessen hat 
Wahr ist femer die GömKo'sche Behauptung in dem Sinne, dass 
der natürliche Mensch rielfach zu Einer Zeit Sachen behauptet, 
deren nähere Analyse Widersprechendes ergeben würde; nur 
ist er zu faul oder zu wenig bei der Sache um diese nähere 
Analyse zu Stande zu bringen, und bemerkt demzufolge den 
Widerspruch nicht. Im einen wie im anderen Falle fehlen dem- 
nach wieder die Bedingungen, um das im Identitätsprincip aus- 
gedrückte Naturgesetz des Denkens in Wirksamkeit zu versetzen. 
Unwahr ist dag^n der GtöBiNo'sche Satz in der einzigen Bedeu- 
tung, in welcher derselbe etwas beweisen würde: wenn es näm- 
lich heissen soll, dass gleichzeitig, in Einem Bewusst- 
sein, als widersprechend erkannte XJrtheile nebeneinan- 
der bestehen können. Solange ein solcher Fall, also ein mit 
Bewusstsein ausgesprochenes Urtheil von der Form: A ist B 
und nicht B, nicht nachgewiesen worden ist, solange daof die 
thatsächliche Geltung des Identitätssatzes ebensowenig geleugnet 
werden, wie etwa die thatsächliche Geltung der chemischen Gesetze, 
weil Wasserstoff und Sauerstoff, an yerschiedenen Orten aufbe- 
wahrt, keine Verbindung eingehen. Der unmittelbare Oontact ist 
eben in beiden Fällen die nothwendige Bedingung fär das Wirk- 
samwerden der psychischen oder chemischen Kräfte. — In glei- 
cher Weise erklärt sich die auch von Göbing (a. a. 0. S. 211) 
angeführte Thatsache, dass die meisten Menschen nicht im Stande 
sind, aus gegebenen Prämissen den richtigen Schluss zu ziehen 
68 fehlt eben wieder der innige Gontact, oder auch die zum Ein- 
treten der Wirkung eribrderte Klarheit der Vorstellungen. Dass 
wirklich hier der Knoten liegt, zeigt sich am deutlichsten an der 
schon Yon Sohopbnhaüeb bemerkten Thatsache, dass „ein stark 
wirkendes Motiv, wie der sehnsüchtige Wunsch, die dringende 
Noth, bisweilen den Intellect steigert zu einem Grade, dessen 
wir ihn vorher nie fähig geglaubt hätten," sodass „der Verstand 
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des stampfesten Menschen scharf wird, wann es sehr angelegene 
Objecte seines WoUens gilt"^). Das gesteigerte Interesse wirkt 
dann mittels Klärung und innigerer Durchdringung der Yorstel- 
Inngen ganz so wie die erhöhte Temperatur bei der chemischen 
Yerbindung." — „Einen bedeutenden Factor in der ünzugäng- 
lichkeit Yieler f&r wissenschaftliche Demonstrationen bildet sodann 
Mangel an Interesse, Denkfaulheit Um eine Schlussfolgerung zu 
verstehen, müssen eben die Prämissen klar vorgestellt werden; 
und die dazu erforderte Spannung der Aufinerksamkeit kommt 
ohne genügendes Interesse nicht zu Stande. Wer je Leute ohne 
Interesse für irgend ein Examen hat vorbereiten müssen, der 
weiss, wie oft sie das blosse Auswendiglernen dem Sich-hinein- 
denken vorziehen, und dann den Lehrer durch eine ganz naive 
Yerwechselung von Grund und Folge, oder auch durch die Hin- 
weglassung einer unerlässlichen Prämisse in Erstaunen versetzen. 
Da entsteht denn leicht der Schein einer von der normalen 
grundverschiedenen psychischen Organisation. — Drittens kommt 
noch das Fehlen nothwendiger, oder auch die Anwesenheit un- 
richtiger Yoraussetzungen in Betracht Jede wissenschaftliche 
Einsicht stützt sich auf andere; und darunter giebt es oft solche, 
welche nicht ausdrücklich aufgestellt und demonstrirt, sondern 
im Laufe der wissenschaftlichen Ausbildung allmählig, oft ohne 
je zu klarem Bewusstsein zu kommen, erworben zu werden pfl^n. 
Bis dahin hängt dann der Folgesatz in der Luft; der Lehrer 
aber, der unbewusst jene Yoraussetzung als Prämisse anwendet, 
wundert sidi über die Yerständnisslosigkeit des Anfangers, und 
kann derselben nur das „avancez toujours, la foi vous viendra" 
entgegensetzen. Andererseits ist aber auch der Schüler kein weis- 
ses Blatt Papier; seine früher erworbenen Anschauungen greifen 
modificirend oder hemmend in die Wirkung der vorliegenden 
Beweisgründe ein, und erzeugen so den Schein eines anormalen 
Denkverlaufes. Auch das Nichtverstehen der Terminologie gehört 



1) Schopenhauer, Werke III, 248. 
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hierher. Es ist überaus schwierig Gewissheit darüber za erlangen, 
ob Andere wirklich bei jedem Worte genau dasselbe sich denken 
wie wir; und wenn man auch jedesmal eine scharfe Definition 
der angewendeten Eunstausdrücke Torangehen lässt, so bleibt es 
doch immer noch zweifelhaft, ob sich diese Definitionen tief genug 
dem Bewusstsein einprägen, um während der ganzen Demonstra- 
tion, alten Denkgewohnheiten gegenüber, klar und entschieden 
festgehalten zu werden. Es kommt hinzu, dass der Inhalt man- 
cher wissenschaftlicher Begriffe sich nicht yoUständig in Defini- 
tionen zusammen£Eissen lässt ; da muss denn manche Beweisführung 
dem Anfönger unklar erscheinen, während der Vorgeschrittene, 
der den Begriff inne hat, dieselbe vollständig überzeugend findet 
In allen diesen Fällen liegt nun aber offenbar der Grund der 
Discrepanz zwischen natürlichem und wissenschaftlichem Denken 
nicht i n , sondern gewissermaassen vor dem Denkprocessa Die 
Prämissen sind andere, oder dieselben werden nicht klar Toige- 
stellt, oder fedsch verstanden; eine prindpielle Verschiedenheit in 
den Gesetzen, nach welchen der Denkprocess vor sich geht, lässt 
sich aber nicht nachweisen. — Ich glaube nun, dass in allen 
Fällen, wo natürliches und wissenschaftliches Denken zu verschie- 
denen Ergebnissen führen, eine ähnliche Erklärung wie die hier 
angedeutete gegeben werden kann. Die weitere experimentelle 
Prüfung dieses Satzes muss naturlich dem Lesar überlassen wer- 
den; ich kann nur constatiren, dass mir noch kein Fall vorge- 
kommen ist, in welchem die nähere Untersuchung nicht eine 
solche Erklärung ermöglichte." (Erk. u. Ps>ch. 4 — 7). 



Die Erklärung der Thatmchen. 

21. Das Problem der Geltung der loglecben Gesetze fQr die 

gegebene Welt. Unsere bisherige Untersuchung war rein psycho- 
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logischer Natur. Die innere Wahrnehmung hatte uns mit der 
Tbatsache bekannt gemacht, dass oft die Yerbindung zweier 
üeberaengungen im Bewusstsein eine neue üeberzeugung her- 
vortreten lässt; wir tiaben empirisch untersucht wie die ursprüng- 
lichen ürtheile beschaffen sein müssen um diese Yerbindung zu 
ermöglichen, und wie die Eigenschaften des erzeugten mit den- 
jenigen der erzeugenden ürtheile zusammenhängen; und wir 
haben endlich die empirischen Gesetze welche sich aus dieser 
Untersuchung eingaben, auf wenige allgemeinere und zuletzt auf 
zwei allgemeinste (besetze des Denkens zurückgeführt Dasjenige 
was wir bis jetzt erreicht haben, ist demnach nichts weiter als 
eine Classification gegebener psychologischer Thatsachen. — Wenn 
wir nun aber über den eigentlichen Inhalt dieser Thatsachen 
etwas tiefer nachdenken, so stossen wir auf etwas Unverständ- 
liches, der Erklärung Bedürftiges. Ürtheile, Ueberzeugungen, sind 
Denkerscheinungen, — aber Denkerscheinungen welche sich auf 
eine Wirklichkeit ausserhalb des Denkens beziehen. In dem Urtheil 
wird behauptet dass entweder die Wirklichkeit überhaupt, oder 
ein mehr oder weniger bestimmter Theil der Wirklichkeit gewis- 
sen Vorstellungen entspreche oder nicht entspreche. Oesetzt nun 
wir haben uns durch Erfahrung von der Richtigkeit zweier Ür- 
theile überzeugt, und es entwickelt sich aus diesen Urtheilen 
nach den bekannten psychologischen Denkgesetzen ein neues 
Urtheil; so sind wir thatsächlich der Richtigkeit dieses neuen 
Urtheils ebensosehr wie derjenigen der ursprünglichen Ürtheile 
gewiss. Aber diese neue Gewissheit scheint keineswegs so wohlbe- 
gründet zu sein wie jene frühere. Denn sie bezieht sich nicht, 
wie diese, auf Yerhältnisse welche uns in der Erfahrung gegeben 
waren, sondern auf andere, über welche wir nichts erfahren haben. 
Die Erfahrung hat uns doch nur gelehrt dass die Prämissen 
richtig sind; die Schlussfolgerung ist uns ausschliesslich als ein 
Product mehr oder weniger complicirter psychischer Processe 
gegeben. Wie kommen wir nun dazu, ohne weitere Untersuchung 
auch für diese Schlussfolgerung Geltung fär die Wirklichk^t in. 
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Ansprach zu nehmen? Oder mit anderen Worten: woher wis- 
sen wir, dass die Gesetze de& Denkens zugleich 
Gesetze der Wirklichkeit sind? — Offenbar stehen wir 
hier einem Probleme von deijenigen Art gegenüber, welche wir 
in 3 vorläufig charakterisirt haben. Sollte man dagegen einwenden, 
das sei doch selbstverständlich, dass wenn die Prämissen gelten, 
auch der Schlusssatz gelten müsse, so würde man vergessen dass 
wir nicht diese Selbstverständlichkeit bezweifelt, sondern nur nadi 
den Gründen derselben gefragt haben. Selbstverständlich ist die 
Geltung der logischen Gesetze für die Wirklichkeit allerdings: 
in dem Sinne nämlich, dass wir eine Ausnahme von denselben 
selbst nicht als möglich denken können. Aber dieses Nicht-denken- 
können ist doch selbst nur wieder eine psychische Thatsache, und 
scheint über die Wirklichkeit ausser uns nichts zu entscheiden. — 
Man muss eben, um die Bedeutung dieses und ähnlicher Probleme 
vollkommen klar einzusehen, sich dem eigenen Denken gegen- 
überzustellen, dasselbe gewissermaassen aus einiger Entfernung 
zu betrachten versuchen. Dem Anfänger droht immer wieder die 
Ge&hr, in das Denken des Augenblicks vollständig aufzugehen, 
sich durch die thatsächliche Evidenz desselben für die darin ent- 
haltenen Probleme blenden zu lassen, und also die Thatsache 
des Wissens für die Begreiflichkeit dieser Thatsache zu 
nehmen. Sobald es uns aber gelingt (was mitunter einige üebung 
erfordern mag) das eigene Denken zum Object des Denkens zu 
machen, haben wir das Problem auf der Hand. Wir sehen dann 
ein, dass unser aus logischen Schlüssen hervoigehendes Wissen 
ein sachlich unbegründetes, über das unmittelbar Gegebene hin- 
ausgehendes Wissen zu sein scheint, und als solches einer Er- 
klärung bedarf, und wir stehen vor der Angabe, entweder 
nachzuweisen dass dieser Schein falsch ist, dass also auch unsere 
nach logischen Gesetzen vom Denken hervorgebrachten üeber- 
zeugungen in letzten Instanz nur auf Gegebenes sich beziehen; 
oder aber anzuerkennen, dass auch auf anderem W^ als durch 
zureichende Gründe Gewissheit entstehen kann (3). 
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22. Die empirietische Tlieorle. Die Thatsache unserer üeber- 
zeugang von der nothwendigen Geltung der logischen Gesetze für 
die gegebene Welt scheint nun am Einfachsten und Natürlichsten 
durch die Annahme erklärt zu werden, dass das Denken diese 
logischen Gesetze eben aus den Erscheinungen der gegebenen 
Welt abstrahirt habe. Schon die Analogie mit anderen, anerkänn- 
termaassen in dieser Weise begründeten TJeberzeugungen legt 
diese Yermuthung nahe. Wenn ich weiss dass irgendwo Wasser 
unter gewöhnlichem Drack bis auf 100^ C. erhitzt worden ist, 
so bin ich auch überzeugt dass das Wasser gesiedet hat: warum 
erscheint es nun Niemandem wunderbar, dass für diese im Den- 
ken entstandene XJeberzeugung üebereinstimmung mit der Wirk- 
lichkeit vorausgesetzt wird? Offenbar weil man weiss, dass die 
Verbindung jener beiden üeberzeagungen im Be^ usstsein nur der 
Yerbindung der entsprechenden Erscheinungen in der Aussenwelt 
nachgebildet worden ist Sollte nun hier nicht genau dasselbe 
stattfinden? So oft wir gefanden haben dass zwei ürtheile, etwa 
von der Form MeX und MiY, für die Wirklichkeit gelten, 
haben wir auch gefunden dass das Urtheil YoX für die Wirk- 
lichkeit gilt; aus zahllosen solchen Erfahrungen wird der allge- 
meine Satz MeX-fMiY = YoX hervorgegangen sein. Die 
sogenannten Denkgesetze wären demnach ursprünglich höchste 
und allgemeinste Naturgesetze; und die Oewissheit derselben 
beruhte, genau so wie diejenige anderer Nataigesetze, einfach auf 
Induction. — Oder in causalwissenschafHicher Formulirung: Der 
vorausgesetzte Parallelismus jener beiden Erscheinungsreihen, 
derjenigen der ürtheile im Bewusstsein und deijenigen der Er- 
scheinungen in der Aussenwelt, folgte aus der Abhängigkeit jener 
ersteren von dieser zweiten Beihe. Die Erscheinungen in der 
Aussenwelt wären das prius; die Thätigkeit des Denkens hätte 
sich den Yerhaltungsweisen jener Erscheinungen angepassi Damit 
scheint die gesuchte Erklärung in möglichst einfacher Weise ge- 
geben zu sein. 
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Es muss allerdings zagestanden werden, dass in dieser Weise 
das vorliegende Problem nur verrüokt, nicht endgültig gelöst 
werden könnte. Denn auch die inductiye Yerallge meinemng gebt 
als solche über das Gegebene hinaus: in der blossen Thatsadie 
dass die Erfahrung bis auf diesen Augenblick ausnahmslos ge- 
wissen Gesetzen entsprach, ist über die zukünftige Er&hrung 
ofifonbar noch nichts mitgegeben. Durch die Zurückführung d^ 
logischen auf das inductive Denken wäre also Ersteres nicht 
eigentlich erklärt Die Frage ob diese Zurückführung zulässig ist, 
verliert aber dadurch keineswegs ihre Bedeutung. Denn jedenfalls 
ist es Thatsache dass inductiv gedacht wird: liesse sich unter 
diese Thatsache die andere des logischen Denkens unterbringen, 
so hätten wir zwei Probleme in Eins aufgelöst; und das wäre 
immerhin ein Schritt vorwärts. Ohne zu fragen, was in dem in- 
ductiven Denken selbst noch unerklärt ist, werden wir demnach 
untersuchen können ob dasselbe, so wie es thatsächlich vorii^t, 
zur Erklärung des logischen Denkens ausreicht 

XTeber den Sinn dieser Untersuchung wollen wir uns noch 
etwas näher verständigen. Um beurtheilen zu können ob Gesetze, 
welche wir aus gewissen gegebenen Erscheinungen A abstrahirt 
haben, auch für andere, noch unerklärte Erscheinungen B eine 
Erklärung abzugeben vermögen, wird man im Allgemeinen zwei 
Fragen zu beantworten haben: erstens, ob die Umstände, welche 
erfahrungsmässig das Auftreten der Erscheinungen A bedinge, 
auch bei dem Auftreten der Erscheinungen B gegeben seien; 
zweitens, ob die Erscheinungen A, ihrem wesentlichen Inhalte 
nach, den Erscheinungen B gleichartig seien. Zum Bei8{ael: am 
beurtheilen zu können ob die Gravitationserscheinungen sich aus 
den G^etzen der Stosses erklären lassen, muss man erstens fina- 
gen, ob bei jenen Erscheinungen die Bedingungen für das Wirk- 
samwerden der Stossgesetze (also stossende Körper) gegeben s^en, 
zweitens ob die Gravitationserscheinungen so beschaffen seien wie 
sie es sein müssten, wenn sie aus Stosswirkungen hervorgehoi 
sollten. Wenn eine dieser Fragen verneint werden muss, so ist 
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die yersochte Erklärnng unzulässig. — Wir wollen jetzt nadi 
der nfimlichen Methode nntersuchen, ob die Erscheinangen des 
logischen Denkens aas den Gesetzen des indactiven Denkens 
erklärt werden können. 

Erstens: sind bei den Erscheinangen des logischen Denkens 
die Yerhältnisse, welche wir aus der bestehenden Wissenschaft 
als Bedingungen fftr das Auftreten indactiver Denkerscheinungen 
kennen, auch wirklich gegeben? — um das inductive Denken 
in Wirksamkeit zu versetzen, müssen uns im AUgemeineu Beob- 
achtungen gegeben sein, welche uns lehren das A^, A^, A^ 

B sind; woraus denn mit grösserer oder geringerer Wahr- 
scheinlichkeit geschlossen wird, dass alle Ä B seien. Wenn also 
die logischen Oesetze durch inductives Denken aus den g^ebe- 
nen Erscheinungen abstrahirt sein sollen, so muss nachgewiesen 
werden, dass uns in diesen Erscheinungen Exemplificationen der 
logischen Gesetze gegeben sind : dass also wiederholte Beobachtun- 
gen uns gelehrt haben, dass niemals ein Wirklichas einer bestimmten 
Yorstellung zugleich entspricht und nicht entspricht (Gtesetz des 
Widerspruchs), oder dieser Yorstellung weder entspricht noch auch 
nicht entspricht (Gesetz des ausgeschlossenen Dritten). — liegen 
nun solche Beobachtungen wirklich vor? Die Frage muss einfach 
verneint werden. Die Beobachtung kann uns über die Geltung der 
logischen Gesetze nichts lehren; und zwar desshalb nicht, weil 
das Negative niemals in der reinen Beobachtung 
mitgegeben ist Die Beobachtung an und für sich enthält 
immer nur Positives: die Negation ist nur eine an die Beobach- 
tung hinzutretende, von derselben veranlasste, aber keineswegs 
in derselben schon enthaltene Beaction des Denkens. Wenn ich 
auf Grund der Beobachtung urtheile : dieses Ding ist nicht grün, 
80 habe ich doch eigentlich nur beobachtet, dass es roth oder 
blau ist; wenn ich statt dessen sage, es sei nicht grün, so hat 
schon mein Denken dem reinen Inhalte der Beobachtung etwas 
hinzugefügt Und eben in diesem Etwas, in der Nega- 
tion, sind die sämmtlichen logischen Gesetze schon 
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enthalten. Wer die Negation anwendet, der wendet audi schon 
die Denkgesetze an. Wer auf die Beobachtung A mit dem Satze : 
„nicht B" reagirt, der hat eingesehen dass Bejahung und Ver- 
neinung einander ausschliessen sowie dass kein Drittes neben 
denselben möglich ist, und braucht keine Induction mehr um die 
logischen Gesetze kennen zu lernen, und wer nicht wüsste was 
verneinen ist, den könnte auch keine Induction darüber belehren. 
Ein Wesen welches rein auf den Inhalt seiner Beobachtungen 
angewiesen wäre, würde in zahllosen Beobachtungscomplexen 
welche für uns»Exemplificationen der Formel MeX-}-MiT = ToX 
darstellen, nichts Gemeinsames aufzufinden im Stande sein, and 
demnach dieselben auch nicht als Grundlage inductiver Yerallge- 
meinerung gebrauchen können. Um eine Logik der Thatsachen 
erkennen zu können, muss der Intellect seine logische Oi^nisa- 
tion schon mitbringen. Denn diese logische Organisation ist eben 
nichts Anderes als jene doppelte Beactionsßhigkeit des Denkens, 
welche das eigentliche Wesen der ürtheilsfunction bildet 

Wir finden also, dass die Geltung der logischen Gesetze für 
die gegebene Welt schon bei dem (negativen) Einzelurtheil vor- 
ausgesetzt wird, und folglich nicht aus einer Summe vonEinzel- 
urtheilen abstrahirt sein kann. Der hervorragendste Vertreter der 
empiristischen Theorie, John Stuart Hill, hat, ohne es zu be- 
merken, für diesen Sachverhalt einen höchst interessanten Bel^ 
geboten. Von dem Gesetze des Widerspruchs handelnd, sagt er 
nämlich (a. a. 0. I. 321) Folgendes: „I consider it to be, like 
other axioms, one of cur first and most familiär generaiizations 
from experience. The original foundation of it I take to be, tfaat 
Belief and Disbelief are two different mental states, excluding 
one another. This we know by the simplest Observation of our own 
minds. And if we carry our Observation outwards, we also find 
that light and darkness, sound and silence, motion and quiescenoe, 
equality and inequality, preceding and foUowing, succession and 
simultaneousness, any positive phenomenon whatever and its nega- 
tive, are distinct phenomena, pointedly contrasted, and the one 
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always abseilt where the other is present I conBider the maxim 
in question to be a generalization from all these facts." — Es 
ist nun eine anfihllende Thatsache, dass in £äst allen von Mill 
angeführten Beispielen keineswegs eine positive Erscheinung einer 
negativen, sondern jedesmal zwei positive Erscheinungen einander 
gegenübergestellt werden: offenbar weü Mill instinctiv gefühlt 
hat, dass eine negative Erscheinung eben keine Erscheinung 
ist Berjahung und Yerneinung, licht und Einsterniss, rahende 
und bewegte Körper, gleiche und ungleiche, nachfolgende und 
vorbeigehende, succedirende und simultane Erscheinungen sind alle 
gleich positiv; und aus den Beobachtungen welche sich auf die- 
selben beziehen lässt sich durch Oeneralisation und Induction 
nur ableiten, dass es gewisse Erscheinungen giebt, welche mit 
anderen Erscheinungen niemals zusammen vorkommen, sowie 
sich aus anderen Beobachtungen ableiten lässt, dass es auch 
Erscheinungen giebt, welche mit anderen Erscheinungen wohl 
zusammen vorkommen. Wie man aber aus jenen Beobachtungen 
ableiten könnte, dass zwei contradictorisch entg^ngesetzte ür- 
theile nicht beide wahr sein können, ist schlechterdings nicht 
abzusehen. Allerdings können wir statt „Einstemiss" sagen „kein 
Licht"; aber dann ist daggenige, aus welchem wir abstrahiren, 
schon nicht mehr eine reine Beobachtung, sondern ein Gedanken- 
ding, welches aus der Beobachtung, und zwar kraft des Gesetzes 
vom Widerspruch, entstanden ist. Mit dem Gegensatz : Geräusch — 
Stille verhält es sich nur scheinbar anders. Das Wort „Stille" 
bezeichnet zwar keine positive, aber eben darum auch gar keine 
Beobachtung : es bezeichnet wieder ein blosses Denkproduct, dessen 
Entstehung implicite die ganze Logik schon in sich birgt ^). 



i) Mill scheint überhaupt in dieser Sache nicht zu voller Klarheit gekommen zu 
sein. Es ist auflädlend, dass unter den Thatsachen, welche nach Mill dem Gesetz 
vom Widersprach zu Grande liegen, auch die gegenseitige AusschUessung von 
Bejahung Und Verneinung (belief and disbelief) genannt wird: welche also gleich- 
zeitig Anfengs- und Endpunkt der Untersuchung zu sein scheint Die Sache wird 
wohl daraus erklärt werden müssen, dass Mill die beiden im Texte gesonderten 

6 
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Es soll zuletzt noch darauf hingewiesen werden, dass die hier 
erörterte Frage, ob die Thatsa'che, dass wir nach den Gesetzen 
des Widerspruchs und des ausgeschlossenen Dritten denken, durch 
einen Inductionsprocess aus den vorliegenden Beobach- 
tungen erklärt werden kann, nicht mit der anderen . Frage, ob 
unsere Erkenntniss der Thatsache, dass nach diesen Gesetzen 
gedacht wird, durch einen Inductionsprocess aus den vorlie- 
genden Denkerscheinungen erklärt werden kann, ver- 
wechselt werden dar£ Letztere Frage muss unbedingt bejaht wer- 
den: dass alles Denken nach den Gesetzen des Widersprachs 
und des ausgeschlossenen Dritten von Statten geht, haben wir 
ja selbst (16 — 19) auf inductivem Wege, mittelst einer experimen- 
tellen Untersuchung der Denkerscheinungen, erkannt Die allge- 
meine Thatsache aber welche in diesen Gesetzen zum Ausdruck 
kommt, das So-und-nicht-anders-verfEihren des Denkens selbst, 
kanu, wie wir jetzt gesehen haben, nicht wieder durch inductive 
Verallgemeinerung anderer, etwa sinnlich gegebener Thatsachen 
erklärt werden. 

Wir hatten zweitens die Frage zu beantworten, ob die 
Erscheinungen des logischen Denkens mit denjeni- 
gen anderen Denkerscheinungen gleichartig seien, 
von denen wir wissen dass sie durch Inductions- 
processe entstanden sind. Diese Gleichartigkeit ist nun 



Fragen: die Frage, wie die Thatsache dass nach dem Gesetze des Widerspruchs 
gedacht wird erklärt werden kann, und die andere, wie unser Wissen um diese 
Thatsache zu Stande kommt, zusammenwirft. In dem Satze: „the original founda- 
tion of it I take to be, that Belief and Disbelief are two different mental states, 
exduding one another", kann mit „it'* nur unser Wissen um die Thatsache, die 
theoretische Erkenntniss, dass das Gesetz vom Widerspruch ein Naturgesetz des 
Denkens ist, gemeint sein: sonst hatten wir ja die reine causa sui. Die weiterhin 
von MiLL angeführten Gegensätze dagegen können offenbar nur die Bestimmung 
haben, das thatsächliche Verhalten des Denkens zu erklären: denn unser Wissen 
um die Gesetze des Denkens kann doch nicht aus des Bec^Michtung der äusseren 
Natur geschöpft sein. Nimmt man die MiLL'sche Antwort als ein Ganzes, so 
passt sie weder auf die eine Frage noch auf die andere. 
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wenigstens theilweise vorhanden: denn das Ergebniss des induo- 
tiven Denkens ist immer die Aufstellung und Anwendung allge- 
meiner Gesetze; dem logischen Denken liegen aber, wie wir 
gesehen haben, in der That solche allgemeine Gesetze zu Grunde, 
und diese Gtesetze scheinen bei oberflächlicher Betrachtuiig mit 
den inductiy ermittelten Gesetzen vollkommen gleichartig zu sein. 
Sollte man dag^en einwenden, dass doch die inductiven Gesetze 
zuerst mit Bewusstsein aufgestellt, und dann angewendet werden, 
während auch ohne bewusste Erkenntniss der logischen Gesetze lo- 
gisch gedacht wird (16), so liesse sich antworten, dass auch Gesetze, 
welche wir ohne jeden Zweifel der Induction verdanken, in der 
Praxis des Lebens vielfach angewendet werden, ohne je zu klarem 
Bewusstsein gelangt zu sein. Yen dieser Seite lässt sich demnach 
ein qualitativer Unterschied zwischen den logischen und anderen, 
ohne Frage inductiv ermittelten Gesetzen nicht nachweisen ; von einer 
anderen Seite aber lässt sich die behauptete Gleichartigkeit Beider 
nicht so leicht aufrecht erhalten. Die logischen Gesetze haben nämlich 
etwas Eigenthümliches, welches bei denjenigen Naturgesetzen die 
ganz gewiss auf Induction beruhen nicht vorkommt: sie haben 
nothwendige (apodictische) und demnach absolute 
Allgemeinheit. Es soll mit diesem Ausspruch keine Theorie 
angestellt, sondern nur wieder eine blosse Thatsache des Denkens 
constatirt werden: ein Jeder kann sich durch einfache Selbst- 
beobachtung leicht davon überzeugen, dass die Gewissheit, welche 
den logischen Gesetzen zukommt, eine ganz andere ist als die- 
jenige der best beglaubigten Naturgesetze. Zu den allgemeinsten 
und best beglaubigten Naturgesetzen gehört ohne Zweifel das 
Gravitationsgesetz; es ist uns noch kein EOrper vorgekommen 
der diesem Gesetze nicht unterworfen wäre ; aber dessenungeachtet 
hat sich noch keine Denknothwendigkeit in uns ausgebildet, der- 
zafolge uns der Gedanke, es gebe vielleicht nichtgravitirende 
Eoiper, ungereimt erschiene. Allerdings halten wir die ausnahms- 
lose Geltung des Gesetzes für sehr wahrscheinlich ; aber dies hin- 
dert uns nicht, in der Atom- und Molekulartheorie für die An- 
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Ziehung kleinster Massentheilchen yersuchsweise andere Formeln 
als diejenige des Qravitationsgesetzes aufzustellen; es würde uns 
auch nicht hindern, nöthigenfalls der Yermuthung Baum zu geben, 
dass in entfernten Regionen oder Zeiten das Qrayitationsgesetz 
nicht mehr gelte oder gegolten habe. Wenn ein Naturforscher zu 
uns käme und uns erklärte, er habe einen neuen Stoff entdeckt 
der dem Gravitationsgesetze nicht gehorche, so würden wir aller- 
dings der Sache nicht sofort glauben ; wir würden uns aber eben- 
sowenig veranlasst fühlen, ohne Weiteres den Mann für wahn- 
sinnig und seine Entdeckung für ein Hirngespinst zu erklären. — 
Gtwaz anders verhält es sich mit der Gevrissheit der Denkgesetze. 
Dass, wenn die Prämissen gelten, auch die Schlussfolgerung gilt, 
scheint uns eben nothwendig, und demnach in unbedingter 
Allgemeinheit, wahr zu sein. Die Prämissen mögen sich auf Atome 
oder auf WeltkOrper, auf die entfernteste Vergangenheit oder auf 
die entfernteste Zukunft, auf Begebenheiten innerhalb der £rde 
oder jenseits der Fixstemsphäre beziehen : wenn sie gelten, so 
gilt auch dasjenige was sich nach logischen Gesetzen aus ihnen 
ergiebt Und der Gtodanke, es könnte etwas geben was diesen G^esetzen 
nicht unterworfen wäre, ist uns einfach unvollziehbar. — Wie gesagt, 
es sind nur Thatsachen des Denkens welche ich anführe: nicht 
etwas zu Beweisendes, sondern Gegenstand der unmittelbarsten 
inneren Wahrnehmung. Wenn aber diese Thatsachen richtig sind, 
so ist offenbar die Gewissheit, welche im günstigsten Falle die In- 
duction zu bieten vermag, eine ganz andere als diejenige welche 
den logischen Gesetzen zukommt Und so lange diese wesentliche 
Yerschiedenheit der Ergebnisse nicht erklärt worden ist, erlaubt 
die empirische Methode nicht, dieselben im Sinne der empiris- 
tischen Theorie auf einen identischen psychologischen Process 
zurückzuführen. 

Die Empiristen allerdings glauben diese eigenthümlich geartete 
Gewissheit, welche den logischen Gesetzen im Vergleiche mit den 
inductiv gefundenen Naturgesetzen anhaftet, aus einer Yerschie- 
denheit in den Daten vollständig erklären zu können. Ihnea 
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zufolge seien jene ebensowohl wie diese aus Er&hrang ent- 
standen : die Erfidirang welche den logischen Gesetzen zu Grunde 
liege, sei aber eine Erfahrung ohne Ausnahmen. Auch 
das best beglaubigte Naturgesetz erleide in Folge störender Um- 
stände scheinbare Ausnahmen: dadurch habe auch die entspre- 
chende Verbindung der Vorstellungen im Benken nicht jene Fes- 
tigkeit erlangen können, welche es uns unmöglich mache dieselben 
zu trennen. Die logischen Gesetze dagegen, als die allgemeinsten 
und höchsten Natuigesetze^ seien jeder auch nur scheinbaren 
Ausnahme enthoben; noch niemals seien zwei ürtheüe ftir wahr 
befunden worden ohne dass die denselben entsprechende Schluss- 
folgerung sich auch bewährt habe ; und so haben wir denn zuletzt 
das Vermögen verloren, die Gültigkeit der ersteren ohne die der 
letzteren auch nur als möglich zu denken. 

Es hängt diese Erklärang au& Engste zusammen mit einer 
Theorie der Induction, über welche wir später zu reden haben 
werden. Vorläufig können wir aber die Richtigkeit jener Theorie 
dahingestellt lassen, und uns auf die Frage beschränken, ob zwi- 
schen den verschiedenen Daten, denen wir die Erkenntniss der 
logischen und die Erkenntniss der Naturgesetze verdanken sol- 
len, der erwähnte Unterschied wirklich existire. Diese Frage aber 
muss, wie ich glaube, verneinend beantwortet werden. Genau 
in demselben Sinne wie die Naturgesetze, erleiden 
auch die Denkgesetze Ausnahmen durch störende 
Umstände, kommt es also vor dass, in Folge der Einmischung 
unbekannter oder nicht beachteter Faktoren, die Erwartungen, 
welche vnr auf diese Gesetze gegründet haben, durch spätere Er- 
fahrung nicht bestätigt werden. Oft genug leiten wir aus Prämis- 
sen, deren Bichtigkeit uns über jeden Zweifel erhoben zu sein 
scheint, eine Schlussfolgerung ab, welche sich später als unrichtig 
erweist. Allerdings nehmen wir in solchen Fällen sofort an, dass 
der Fehler nicht in der Ableitung sondern in den Prämissen lie- 
gen müsse, und lässt sich diese Annahme oft durch weitere Un- 
tersuchung bestätigen: aber genau dasselbe findet auch statt 
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wenn inductiv gefundene Naturgesetze scheinbare Ausnahmen 
erleiden. Und in dem einen Falle wie in dem anderen muss es 
oft auch bei dem blossen Postulate bleiben, weil Gelegenheit, 
Material oder Interesse filr die Aufßndung der störenden Um- 
stände nicht vorhanden sind. Erläutern wir die Sache durch einige 
Beispiele. Ein nicht unterstützter Körper fallt zu Boden ; einzelne 
Körper aber, wie Bauch, Dampf u. s. w., steigen empor ; und die- 
sem Umstände zufolge soll der Naturmensch das Vermögen be- 
halten haben, sich das Freilassen abgetrennt von dem Fallen zu 
denken. So oft MeX und YaM gelten, gilt auch YeX; aus 
dem Satz, dass ein Körper da nicht wirken kann wo er nicht ist, 
und dass der Magnet ein Körper ist, folgt dass der Magnet keine 
Eisenspäne anziehen kann. Dennoch sehen wir dass er es thut; 
und obgleich wir keineswegs einsehen wie die unbezweifelte Evi- 
denz der Prämissen mit der erwiesenen Falschheit der Schluss- 
folgerung zusammenbestehen kann, verliert der Satz: MeX-f- 
Y a M = Y e X nichts von seinem apodictischen Charakter. Aber 
noch tiefer, bis an die Grundgesetze des Denkens, dringen die 
„störenden Umstände" durch. Wir tauchen einen Stab in ge- 
neigter Eichtung halbwegs unter Wasser: gleichzeitig wird der 
Stab von dem sehenden Auge als gebrochen, von der tastenden 
Hand als gerade wahrgenommen; der Satz des Widerspruchs 
scheint eine Ausnahme zu erleiden! Und dennoch denkt Niemand 
daran, die gleichzeitige Wahrheit des Widersprechenden für möglich 
zu halten. „Aber die Sache ist doch erklärt worden !" Allerdings : 
aber halten wir den Satz des Widerspruchs aufrecht, weil wir die 
Sache erklärt haben, oder haben wir für die Sache eine Erklä- 
rung gesucht, weU wir von vornherein Ausnahmen von dem 
Satz des Widerspruchs für unmöglich halten? Und dann: wie 
verhalten wir uns zu der Sache, so lange die Erklärung uns un- 
bekannt ist? — wie hat sich die Menschheit zu der Sache ver- 
halten, als die Erklärung überhaupt noch unbekannt war? — 
„Aber es liegt hier doch ein eigentlicher Widerspruch überhaupt 
nicht vor: nicht der Stab ist gleichzeitig gerade und gebrochen, 
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sondern das Gesichtsbild des Stabes ist gebrochen, und das Tast- 
bild des Stabes ist gerade." Sehr richtig: seit wie lange unter- 
scheiden wir aber^ — und wie Yiele von uns unterscheiden jetzt 
noch das sinnliche Bild von dem wirklichen Dinge ? Der natür- 
liche Mensch hält dasjenige was er sieht und tastet für die Dinge 
selbst; und wenn er später die sinnlichen Bilder als Copien 
Symptome oder Wirkungen der Dinge aufzufassen lernt, so sind 
es eben wieder dLe Widersprüche der ursprünglichen Auffassung 
welche ihn zur neuen zwingen. — Denken wir uns ein bloss 
beobachtendes, nicht schon von Hause aus logisch organisirtes 
Wesen den Erscheinungen gegenübergestellt, so werden (von 
allen sonstigen Bedenken abgesehen) Sinnestäuschung, Träume, 
Hallucinationen und andere Umstände für dieses Wesen in ge- 
nau demselben Sinne Ausnahmen von den logischen Geset- 
zen, wie etwa das Au&teigen leichter Körper eine Ausnahme von 
dem GravitatioDSgesetze darbieten. Das von den logischen Gesetzen 
unzertrennliche Bewusstsein der Apodicticität kann demnach nicht 
durch die angebliche Ausnah mslosigkeit derselben erklärt werden. — 
Wollte man dasselbe aber durch die Annahme erklären, dass die logi- 
schen nicht so häufig wie die anderen Naturgesetze scheinbare 
Ausnahmen erlitten, so wäre erstens diese Annahme eine unerwie- 
sene, bloss zu Gunsten der Theorie aufgestellte petitio principii; 
zweitens aber lässt sich die thatsächliche Falschheit derselben 
unmittelbar nachweisen. Denn jede Ausnahme von einem 
Naturgesetze kann nach Belieben als eine solche, 
oder als eine Ausnahme von den logischen Gesetzen 
aufgefasst werden: nicht aber umgekehrt um das 
Naturgesetz auf den Einzelfall anzuwenden, braucht man ja einen logi- 
schen Schluss; und wenn spätere Erfahrung das Eigebniss desselben 
nicht bestätigt, so kann entweder das Naturgesetz, oder die Sub- 
sumtion des vorliegenden Falles unter dasselbe, oder auch die 
logische Ableitung unrichtig sein. Es ist vom Standpunkte der 
empiristischen Theorie nicht einzusehen, warum man sich immer 
für die erste oder zweite, und nicht auch einmal für die dritte 
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Alternative entscheiden sollte. Yielmehr müsste man in Ennange- 
lang weiterer Daten es für wahrscheinlich halten, dass die der 
Er&hrung des Ausnahmeüälls nachfolgende üngewissheit sich 
gleichmässig über die drei Gebiete yertheilen sollte. Daneben 
giebt es aber andere Fälle, wie die oben angeführten der Sinnes- 
täuschung U.A., welche (ohne hypothetische Verarbeitung des 
Gegebenen) kein Entweder-Oder zulassen, sondern dem natürlichen 
Denken unmittelbar und ausschliesslich als Ausnahme 
von den logischen Gesetzen entgegentreten. Yom Standpunkte 
der empiristischen Theorie müsste man demnach erwarten, dass 
den logischen Gesetzen keine grossere, sondern eine geringere 
Gewissheit als den übrigen Naturgesetzen anhaftete : nur lehrt die 
Erfahrung des Denkens das GegentheiL Auch von dieser Seite betrach- 
tet, erweist sich demnach die empiristische Theorie als unhaltbar. 
Das Ergebniss dieser langen Untersuchung wäre demnadi Fol- 
gendes : Die logischen Gesetze werden von dem Geiste nicht aus der 
Erfahrung geschöpft, sondern auf die Erfahrung angewendet Mit 
den logischen G^esetzen, mit seiner logischen Organisation aus- 
gestattet, tritt der (Mai an die Erscheinungen heran ; kraft dieser 
Gesetze entscheidet er, ob die Erscheinungen als ein acUlquater 
Ausdruck f&r die Wirklichkeit angenommen werden können, vei^ 
arbeitet er dieselben wenn sie in diese Gesetze nicht zu passen 
scheinen. — Die apodictische üeberzengung aber, dass die Erschei- 
nungen sich auch immer mit den Denkgesetzen in üebereinstim- 
mung werden bringen lassen, ist damit natürlich noch nicht erklärt 

23. Die geometrische Tlieorie. Mehrere Philosophen, u. A. 
Längs und Eboman, haben geglaubt, die apodictische Ge- 
wissheit von der Anwendbarkeit der logischen Gesetze auf die 
gegebene Welt dadurch erklären zu können, dass sie dieselbe 
auf die apodictische Gewissheit unserer Baumerkenntmss zurück- 
führen. Auch die thatsachliche Geltung der logischen Gesetze als 
Natuigesetze der Denkens sei nichts Ursprüngliches, sondern nur 
ein Specialfall des geometrischen Denkens. Dass thatsächlich aus 
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zwei ürtbeilen von den Form M e X und Y a M ein drittes Y e X 
hervorgeht, komme nur daher dass wir uns den Inhalt jener 
ersteren in r&amliche Bilder veranscbaalichen, und sodann an 
diesen Bildern uns von der Richtigkeit des letzteren überzeugen. 
Wir stellen uns aUe M innerhalb eines 
beliebigen Kreises vor; alle X innerhalb 
eines anderen, der, da kein M X ist, ganz 
ausserhalb des ersteren liegen muss; end- 
lich alle Y innerhalb eines dritten, der, da alle Y M sind, vollständig 
innerhalb des ersten liegt Unter Beibehaltung dieser gegebenen 
Yerhältnisse lassen wir nun die drei Kreise nach Orösse und 
Lage in beliebiger Weise variiren, und überzeugen uns durch 
den Augenschein, dass dabei niemals der Kreis Y ganz oder zum 
Tbeil mit dem Kreise X zusammenfallen kann. In solchen Weise 
komme thatsächlich die Oewissheit des Satzes YeX zu Stande: 
in dieser Entstehungsgeschichte liege aber die Erklärung derselben 
mit eingeschlossen. Denn es zeige sich jetzt, dass der Grund f&r 
jene Gtowissheit keinesw^ in etwaigen psychologischen Processen, 
sondern in der unmittelbaren Anschauung eben jener Yerhältnisse 
zu suchen sei, deren Oegebensein schon in den Yordersätzen aus- 
gesprochen worden war. 

Es hat offenbar diese geometrische Theorie der Logik vor der 
empiristischen wenigstens soviel voraus, dass sie den apodictischen 
Charakter der logischen Gewissheit erklären zu können scheint 
Denn dieser apodictische Charakter, der den Ergebnissen induc- 
tiver Yerallgemeinerung fehlt, ist den geometrischen Sätzen in 
gleichem Maasse wie den logischen eigen. AUerdings würde durch 
die ZurückfOhrung dieser auf jene das Problem nur wieder ver- 
rückt, nicht endgültig gelost sein, insofern die apodictische Ge- 
wissheit geometrischer Sätze selbst wieder ein Problem ist; aber 
auch hier würde die Zurückführung des einen Problems auf das 
andere, wenn sich dieselbe begründen liesse, als ein bedeutender 
Fortschritt anerkannt werden müssen. b sich dieselbe begründen 
lässt, haben wir jetzt zu untersuchen. 
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Die Ergebnisse unserer bisherigen Untersuchungen scheinen 
im Allgemeinen der geometrischen Theorie nicht günstig zu sein. 
Wir haben durch psychologische Experimente die Gesetze des 
verbindenden Denkens ermittelt; wir haben in jedem einzelnen 
Fall möglichst genau die Entwicklung des neuen ürtheils ver- 
folgt; aber wir haben nicht gefunden dass diese Entwicklung 
sich unter Mitwirkung etwaiger Baumvorstellungen vollziehe. Der 
Einwand, dass unsere persönliche Erfahrung doch nicht über die 
allgemeine Frage entscheiden könne, muss unbedingt zurück- 
gewiesen werden: denn wenn auch nur in Einem Bewusstsein 
die apodictische Gewissheit von der Geltung der logischen Ge- 
setze ohne Raum Vorstellungen zu Stande kommt, so ist damit 
erwiesen dass das Auftreten räumlicher Yorstellungen keine 
wesentliche Bedingung für das Zustandekommen jener Gewissheit 
ist, und dass letzteres demnach auch ohne ersteres zu erklären 
sein muss (10). Auch hält es nicht schwer, die Thatsache, dass 
Andere, so oft sie sich von der Geltung, der logischen Gesetze 
Rechenschaft ablegen, die entsprechenden Raumvorstellungen in 
sich wahrnehmen, zu erklären; denn seit langer Zeit finden sich 
in den Lehrbüchern, aus denen man die logischen Gesetze theore- 
tisch kennen lernt, jene Raumvorstellungen zur Erläuterung an- 
gewandt, und es können sich demzufolge bei dem Fachlogiker 
Denkgewohnheiten ausgebildet haben, welche ihn hindern die logi- 
schen Gesetze jemals anders als in Begleitung der entsprechen- 
den Raumvorstellungen zu denken. Es dürften demnach diejenigen 
Leser dieses Buches, welche nicht Fachlogiker sind, in der vor- 
liegenden rein thatsächlichen Frage die besten Richter sein. Wenn 
sie die Erörterungen des § 17 haben folgen können ohne sich 
dabei irgendwelcher Raumvorstellungen bewusst zu werden, so 
müsste aus den angeführten Gründen diese Erfahrung schwerer 
wiegen als die entgegengesetzte Erfahrung derjenigen, welche die 
logischen Gesetze niemals ohne die geometrische Erläuterung 
kennen gelernt haben. 

Entschieden wäre freilich die Sache damit noch nicht Denn 
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immerhin Hesse sich von Seiten der Vertreter der geometrischen 
Theorie noch einwenden, jene Baumyorstellongen hätten dennoch 
bei der Sache eine Bolle gespielt; nur seien sie in so nnbestimmter 
Oestalt au%etreten, dass der ungeübte Beobachter ihre Anwesen- 
heit nicht bemerkt habe. Es ist nun einmal Thatsache, dass Vieles 
unser Denken beeinflusst, ohne auch klar und deutlich yorgesteilt 
zu werden, dass wir oft urtheilen und handeln, ohne dass wir 
uns unserer Gründe und Motive bewusst werden. So könnte sich 
die Sache auch hier verhalten. Um die Falschheit der geometri- 
schen Theorie endgültig zu beweisen, muss demnach die Unter- 
suchung noch etwas tiefer durchgeführt werden. 

Soviel ist klar: wenn die Mitwirkung der Baum Vorstellungen 
zur Entstehung der logischen Ghewissheit keine direct nachweis- 
bare Thatsache ist, so muss dieselbe eine Hypothese sein. Ais 
Hypothese kann sie sich aber nur dadurch bewähren, dass sie 
sich zur Erklärung anderer, direct nachweisbarer Thatsachen 
brauchbar erweist Die Thatsache welche die geometrische Theorie 
erklären will, ist die Ueberzeugung von der ausnahmslosen Gül- 
tigkeit der logischen Gesetze für die gegebene Welt Ist sie im 
Stande diese Erklärung zu liefern? — lässt sich aus der That- 
sache dass wir, wenn ein Kreis Y innerhalb und ein Kreis X 
ausserhalb eines Kreises M liegt, einsehen^ dass der Kreis T 
ausserhalb des Kreises X liegen muss, erklären, dass wir dem 
logischen Gesetze MeX-f- YaM=YeX für alles Gegebene 
ohne Ausnahme Gültigkeit zuschreiben? 

Ich glaube in der That, dass eine bejahende Antwort auf diese 
Frage nur einem Missverständnisse entspringen könnte. Um das- 
selbe zu vermeiden, wolle man sich klar vor Augen stellen warum 
es sich eigentlich handelt. Es handelt sich nicht darum, ob viel- 
leicht die räumliche Vorstellung ein werthvoUes Hül&mittel ab- 
geben könne um sich über den Inhalt iigend eines logischen Gesetzes 
rasch zu orientiren; auch nicht darum ob ein gegebener, 
schon von Hause aus logisch organisirter Mensch, nicht vielleicht 
am Leiditesten und Unmittelbarsten durch die Anschauung der 
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Kreise sich von der Gültigkeit der entsprechenden Gfesetze theo- 
retisch überzeuge: Beides ist wahr, und wird nachher erklärt 
werden. Sondern es handelt sich darum, ob ein gedachtes, 
von Hause aus nicht schon logisch organisirtes Wesen aus der 
blossen Anschauung von Raumfiguren diejenigen Kenntnisse 
schöpfen könnte, die beim logischen Denken angewendet werden, 
und diese Frage braucht man doch nur zu verstehen um sie zu 
yemeinen. Denn was an den betreffenden Baumfiguren wirklich 
zu sehen ist, ist doch nur dieses: dass, wenn X,Y und M 
Punkte innerhalb der gleichnamigen Kreise Tor- 
stellen, der Schluss von MeX-j- YaM auf YeX richtig ist 
(wobei dann noch die nicht gesehene, sondern Tom Denken ei> 
zeugte üebersetzung Ton „alle M liegen ausserhalb des Kreises X" 
in „kein M liegt in dem Ejreise X" mit in den Kauf genommen 
werden muss). Wie nun aber wenn M „Säugethier", X „Fisch" 
und Y „Mensch" bedeutet ? Man wird sagen, auch dann verhalte 
sich die Sache nicht wesentlich anders; man brauche sich nur 
alle Säugethiere in den Kreis M, alle Fische in den Kreis X und 
alle Menschen in den Kreis Y eingeschlossen zu denken, um so- 
gleich zu sehen dass kein Mensch ein Fisch ist Allerdings : wenn 
man sie in die betreffenden Kreise eingeschlossen hätte! Aber 
sieht man auch, dass das Nämliche gilt, solange Säugethiere Fische 
und Menschen frei umherlaufen oder schwimmen ? Offenbar nicht : es 
wäre denn dass man von vornherein schon wüsste, dass die logischen 
Abhängigkeitsverhältnisse von den räumlichen unabhängig sind. 
Aber wie kann man das wissen, wenn eben erstere 
nur durch letztere gekannt werden können? — Man 
wird vielleicht meinen, das sei doch ganz selbstverständlich, dass 
für die logischen Yerhältnisse die räumliche Anordnung gleich- 
gültig ist. Allerdings: sofern selbstverständlich nur klar, gewiss, 
unbezweifelbar bedeuten soll. Aber in diesem Sinne sind auch 
die logischen (besetze an und für sich, ohne Baum Vorstellungen, 
selbstverständlich: es fallt Keinem ein daran zu zweifeln, dass 
wenn MeX und YaM gelten, auch YeX gelten muss. Eben 
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in dieser Selbstverständlichkeit aber, in der Thatsache, dass ein 
auf Wirkliches bezogenes ürtheil über das Gegebene hinausgehen 
und dennoch uns selbstverständlich erscheinen kann, haben wir 
ein Problem gefunden^ — welches eben die geometrische Theorie 
lösen wollte. Das nämliche Problem kehrt nun aber in der Lösung 
zurück. Die apodictische Gewissheit, dass für Punkte innerhalb 
verschiedener Kreise die logischen Gesetze gelten, sei durch reine 
Anschauung gegeben : in diesem . Gegebenen ist aber die Aus- 
dehnung der logischen Gesetze auf alles Wirkliche keineswegs 
schon mitenthalten. Wer sich mit dieser Lösung begnügt, könnte 
mit gleichem Rechte auf jede Lösung verzichten. 

Das Operiren mit Raumvorsteliungen in der Logik steht prin- 
cipiell auf gleicher Stufe mit dem bei Anfängern üblichen Yeri- 
ficiren algebraischer Formeln durch Zahlenbeispiela Wenn der 
Anfänger sich davon überzeugen will dass wirklich (a -|- &) (a ~ i) = 
(a^ — 6^ ist, so nimmt er für a und b beliebige Zahlen, und 
rechnet nach ob es stimmt In gleicher Weise nimmt der Lo- 
giker, der sich davon überzeugen will ob wirklich aus MeX 
+ T a M TeX folge, für M, X und Y Punkte in verschiedenen 
Kreisen, und sieht nach ob die Kegel sich bewährt Aber ebenso- 
wenig wie durch jenes Zahlenbeispiel die Richtigkeit der alge- 
braischen, wird durch dieses Punktebeispiel die Richtigkeit der 
logischen Formel bewiesen. — Dass man aber eben diesen vor 
allen anderen möglichen Beispielen die Ehre hat zu Theil werden 
lassen, als Typus des allgemeinen Yerhältnisses zu gelten, lässt 
sich unschwer erklären. Denn erstens hat es den Yorzug der 
Anschaulichkeit : insofern hier auch dem negativen Urtheil (A li^ 
nicht in dem Kreise B) eine positive Anschauung (die Anschau- 
ung eines Ortes in der Fläche ausserhalb B) entspricht Zweitens 
ist die allem Operiren mit Beispielen anhaftende Gefahr, dass auch 
die specifischen Eigenthümlichkeiten des vorliegenden Falles un- 
richtigerweise auf die Gesammtheit der Fälle ausgedehnt werden, 
hier hat ganz ausgeschlossen. Denn zwischen den Punkten, an 
welchen die Logiker ihre Gesetze demonstriren, bestehen keine 
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anderen YerhältniBse als die r&umlichen ; und diese werden üieil- 
weise in den Prämissen verwendet, fär den anderen Theil aber 
durch die ausdrückliche Yorschrtft des beliebigen Yarürens der 
Kreise nach Umfang und Lage unschädlich gemacht Störende 
Einflüsse von der Art wie wir sie am Ende des § 16 kennenge- 
lernt haben, sind demnach hier entweder nicht vorhanden, oder 
werden leicht eliminirt So sind denn die innerhalb verschiedener 
Kreise liegenden Funkte die eigentlichen „Yersuchsthiere" der 
Logiker geworden, an welchen sich die logischen Gesetze an- 
schaulich und rein, d.h. unter vollständiger Ausschliessung aller 
ausserlogischen Momente, demonstriren lassen. Aber von der An- 
erkennung dieser Thatsache bis zur Behauptung, dass die Beob- 
achtung dieser Objecto den zureichenden Grund für unsere 
Gewissheit von der ausnahmslosen Geltung der logischen Gesetze 
abzugehen vermöchte, liegt offenbar ein weiter W^g. 



24. Die Lösung lies Problems. In den vorhergehenden Para- 
graphen wurde zu beweisen versucht, dass weder die empiristische 
noch die geometrische Theorie der Logik die vorliegenden That- 
sachen, insbesondere die unerschütterliche Ueberzeugung von der 
nothwendigen Geltung der logischen Gesetze für alles Gtogebene, 
wirklich zu erklären vermag. Der entscheidende Grund gegen die 
Annahme der einen oder der anderen Theorie liegt aber dann, dass 
dieselben überflüssig sind, da das aufgestellte Problem auch 
durch blosses Nachdenken -über den wesentlichen Inhalt des 
logisohen Denkens, ohne Hypothesen über die Art und Weise 
wie wir zum logischen Denken gelangen, sich lösen lässt Wie 
können wir wissen, dass die Gesetze des Denkens auch Gesetze 
der Erscheinungen sind und sein müssen ? — so lautete das Pro- 
blem. Die Lösung desselben liegt in der Einsicht, dass das logische 
Denken zwar scheinbar auf die Erscheinungen selbst, thatsächlich 
aber nur auf die durch das Denken in ürtheile umge- 
setzten Erscheinungen sich bezieht, und auf diese nurin- 
sofem als eben die Thätigkeit des Denkens ihre Natur bestimmt 
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Die logischen Gesetze sind nioht Gesetze der Dinge, 
sondern ausschliesslich Gesetze des Denkens; und 
nur insofern die ürtheile Froducte des Denkens 
sind, werden die logischen Gesetze auf dieselben 
angewendet 

Um in dieser Sache zu klarer Einsicht zu gelangen, wolle man 
sich erstens davon überzeugen, dass bei jedem Syllogismus die 
Erscheinungen von denen der Schlusssatz handelt, und die Er- 
scheinungen von denen in den Prämissen die Rede ist, nicht 
verschiedene, sondern die nämlichen Erscheinun- 
gen sind. Wenn nach der Formel MeX4-HiY = ToXaus 
den ürtheilen: kein Planet ist selbstleuchtend, und: einige Pla- 
neten sind grosser als die Erde, geschlossen wird dass einige 
Körper welche grösser sind als die Erde nicht selbstleuchtend 
sind, — so muss man, um die Prämissen au&tellen zu können, 
sich schon davon überzeugt haben dass es Körper giebt welche 
grösser als die Erde (2® Prämisse), zugleich aber (le Prämisse) 
nicht selbstleuchtend sind, und eben dieses wird in dem Schluss- 
satz ausgesprochen. Das Nämliche gilt allgemein. Der Schluss-' 
process fuhrt niemals von einer Erscheinungsgruppe zur anderen, 
sondern immer von einer Betrachtungsweise einer Erscheinungs- 
gruppe zu einer anderen Betrachtungsweise der nämlichen Er- 
scheinungsgruppe. Dass aber diese verschiedenenen Betrachtungs- 
weisen einer nämlichen Erscheinungsgruppe möglich sind, das 
liegt nicht an dem Inhalte der Erscheinungen selbst, sondern 
ausschliesslich an der Organisation des Denkens. Es liegt an der 
Grundthatsache, dass das Denken auf jeden Beobachtungsinhalt 
sowohl mit dem ürtheil: A ist B, als mit dem Urtheil: A ist 
nicht nicht B, reagiren kann (19), einer Thatsache welcher offenbar 
nur psychologische, nicht physische Bedeutung zukommt Kraft 
dieser doppelten Beactionsfahigkeit des Geistes li^ in der Ge- 
wissheit des einen ürtheils immer diejenige des anderen mit 
eingeschlossen, kann imn^er von dem einen ürtheil auf das andere 
übeigOgangen werden : und eben aus solchen üebergängen besteht, 
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wie wir gesehen haben, der ganze Schlussprocess. — Das Problem : 
wie wir wissen können dass, wenn die Prämissen fär die Wirk- 
lichkeit gelten, auch der Schlosssatz fär die Wirklichkeit gilt, 
löst sich demnach ziemlich einfach. Wir können das wissen, weQ 
Prämissen and Schlusssatz sich nur dadurch unterscheiden, dass 
sie ein identisches Thatsachenmaterial verschiedenartig aufEassen; 
und weil es psychische, nicht physische Gesetze sind welche die 
Möglichkeit dieser verschiedenen Auffassungen sowie deren gegen- 
seitige Abhängigkeit bedingen. — Denken wir uns einen Mann, der 
gegebene Objecte abwechselnd durch ein rothes und durch ein 
blaues Olas beobachtet, so werden die beiden Farbeneindrücke, 
welche er von jedem Objecte erhält, zwar jeder f&r sich von den 
Farben des Objects und des jeweilig gebrauchten Glases abhängen, 
untereinander aber in einem für alle beobachteten Objecte iden- 
tischen, nur durch den Farben unterschied der Qläser bestimmten 
Abhängigkeitsverhältnisse stehen. Wer die Farben der Gläser 
kennt, wird demnach aus der scheinbaren Farbe eines durch das 
rothe Glas beobachteten Objects voraussagen können, in welcher 
Farbe man das nämliche Object durch das blaue Glas wahrnehmen 
wird. Er wird auch ein Schema au&tellen können, in welchem, 
neben jeder möglichen durch das rothe Glas wahrzunehmenden 
Farbe, die entsprechende durch das blaue Glas wahrzunehmende 
Farbe eingetragen ist; und er wird getrost behaupten können 
dass die Farbenbilder aller denkbaren durch die beiden Gläser 
zu beobachtenden Objecte in dieses Schema werden passen müssen. 
Warum aber? — offenbar nur weil die gegenseitige Abhängig- 
keit der beiden jeweilig sich entsprechenden Farben nicht in den 
Eigenschaften der wahrgenommenen Objecte, sondern in den Eigen- 
schaften des Wahrnehmungsapparates begründet ist, und weil 
eben dieser Wahmehmungsapparat bei allen einzelnen Beobach- 
tungen vorausgesetzt wird. — Ganz analog verhält sich aber die 
Sache hier. Die gegenseitige Abhängigkeit der verschiedenen Auf- 
fassungsweisen eines gegebenen Thatbestandes, also der Prämissen 
und des Schlusssatzes eines beliebigen Syllogismus, ist nur in 
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der Einricbtang des Aofiassungsapparates, des denkenden Geistes, 
begründet; die sich darauf beziehenden Qesetze gelten demnach 
nothwen^ig für Alles was von dem denkenden Geiste anfge- 
£ftsst wird. Diese Einrichtung des denkenden Geistes selbst : unser 
Vermögen ein beliebiges Wahmehmungsmaterial nach Willkür 
verschiedenartig aufisu&ssen, ist uns aber in der Erfahrung des 
eigenen Denkens unmittelbar gegeben; und in der Behauptung 
dass alle Objecte des Denkens sich in dieser Weise verschieden- 
artig werden auCEassen lassen, ist Nichts enthalten, was über dieses 
Gegebene hinausgehen sollte. 

Die oben angestellte Regel, dass Prämissen und Schlusssatz 
sich auf die nämlichen Erscheinungen beziehen, leidet scheinbar 
Ausnahmen. Wenn aus dem Yorkommen oder Fehlen irgend einer 
Eigenschaft bei einer bestimmten Klasse von Objecten, geschlos- 
sen wird dass diese Eigenschaft auch bei einem gegebenen aber 
noch nicht untersuchten Objecte aus dieser Elasse vorkommt oder 
fehlt, so scheint der Schlussprocess von den bis dahin wahrge- 
nommenen auf neue, noch nicht wahrgenommene Erscheinungen 
zu führen. Der Fieberleider welcher Chinin anwendet scheint 
nach der Formel MaX-|-7&M = YaX zu schliessen: Chinin 
vertreibt Fieber, dieses (auf seine fieberyertreibende Eigenschaft 
noch nicht untersuchte) Pulver ist Clünin : demnach vertreibt es 
Fieber. Man muss aber fragen: was meint die erste Prämisse, 
dass alles Chinin, oder dass das bis dahin untersuchte 
das Fieber vertreibe? Im ersteren Fall bewährt sich unser Satz, da 
offenbar „alles Chinin" auch das jetzt angewendete mitumfasst; 
im zweiten Fall aber hätten wir Prämissen von der Form 
MiX-|-YaM, woraus logisch nichts geschlossen werden kann. 
Wir werden später zu untersuchen haben unter welchen Bedin- 
gungen und kraft welcher Yoraussetzungen Schlüsse aus solchen 
Prämissen wirklich zu Stande kommen ; aber schon jetzt dürfte 
66 klar sein dass diese Schlüsse nur dann möglich sind, wenn wir 
Grund haben, das in einigen Fällen Beobachtete auf alle Fälle 
auszudehnen, demnach statt MiX MaX zu setzen. liegt aber 
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ein soldiar Omnd vor, so gilt derselbe offenbar andi fnr die M welche 
Y sind, and der Schlnsssatz geht inhaltlich wieder nicht ftb^ die 
Prämissen hinaus. — Aehnlich wenn der Schlnsssatz nidit auf 
neue Objecto, sondern anf neue Beobachtungen an den nämlichen 
Objecten sich bezieht: wenn z.B. aus dem bisherigen Betragen 
eines Hensdien abgeleitet wird, wie er sich in einem gegebenen 
Falle auffcihren wird. Auch hier ist der Schluss nur möglich 
wenn ein Orund vorliegt, das bis jetzt Beobachtete in solcher 
Weise zu generalistren, dass auch Mditbeobachtetes mit darunter 
fällt Oder ganz allgemein : Bä jedem Schluss beziehen sich ent- 
weder Schlusssatz und Pränüssen auf die nämHchen Erscheinun- 
gen; oder, fiftUs sie sich auf verschiedene Erscheinungen, sei 
es an den nämlichen sei es an verschiedenen Objecten be- 
ziehen, so gilt der Schluss nur kraft der Voraussetzung, dass die 
Erscheinungen, auf welche der Schlusssatz sich bezidit, mit den- 
jenigen, auf welche die Prämissen sich beziehen, inhaltlich iden- 
tisch sind. Ueberall verbindet demnach der Schluss- 
process ürtheile, welche nicht auf verschiedene 
Erscheinungsgruppen, sondern auf verschiedene 
Betrachtungsweisen, entweder einer einzigen, oder 
als identisch vorausgesetzter Erscheinungsgrup- 
pen, sich beziehen. 

Die LSsung des logischen Problrais liegt also in letzten Instanz 
in der Einsicht, dass die eigentlichen Objecto unserer ürtheüe 
keinesw^ reine Dat^a, sondern schon Producte einer psychischen 
Yerarbeitung derselben sind. Die logischen Gesetze reden nur 
von psychischen Erscheinungen, und werden nur an psychischen 
Erscheinungen verificirt Zu sagen dass die äussere Ei&hrung 
dieselben bestätigt, ist ebenso unrichtig als zu sagen dass die 
äussere Erfiahrung dieselben nicht bestätigt: denn die logischen 
Gesetze beziehen sich eben nicht auf die äussere Er&hrung. Die 
Erfifthrung liefert Beobachtungen, die logischen Gesetze beziehen 
sich auf Betrachtungsweisen. Wie viele solcher Betrachtungswasen 
es giebt, und wie sie unter sich zusammenhängen, darftber sagt 
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die ErMrung Nichts. Und umgekehrt: wie der Inhalt der Er- 
fahrung beschaffen sein wird, darüber sagen auch die logischen 
Denkgesetze Nichts. Die Erfahrung wird erst von dem Denken 
in positive und negative ürtheile umgesetzt, und dadurch den 
logiscüen Gesetzen unterworfen. Eben darum war es auch mög- 
lich, bei der experimentellen Untersuchung dieser Gesetze von 
allem Erfahrungsinhalt zu abstrahiren, und ausschliesslich mit 
Buchstabensymbolen zu arbeiten. Und eben darum musste auch 
gegen das Herbeiziehen concreter Beispiele gewarnt werden, damit 
nicht thatsächliche Beziehungen aus dem Gegebenen in die psy- 
chologischen Denkbeziehungen sich hineinmischen sollten. 

25. Die apodictische Gewiseheit der logischen Gesetze. Als 

ein charakteristisches Merkmal der logischen Gesetze haben wir 
früher (22) das Gefühl der Nothwendigkeit, des Nicht-anders-sein- 
konnens, welches denselben anhaftet, hervorgehoben. Es fragt sich, 
ob die im vorigen Paragraphen vorgetragene Theorie auch diese 
Eigenthümlichkeit des logischen Denkens zu erklären im Stande sei. 
Es scheint fasst, alsob diese Frage verneint werden müsste. 
Denn die Thatsache dass nach den Gesetzen des Widerspruchs 
und des ausgeschlossenen Dritten gedacht wird, welche (wie wir 
gefanden haben) sämmtliche Thatsachen des logischen Denkens in 
sich begreift, ist doch immer noch nur eine letzte, nicht weiter 
redncirbare, eben als gegeben anzunehmende Thatsache; dass 
nothwendig nach diesen Gesetzen gedacht werden muss, sehen 
wir noch keineswegs ein. Man könnte zwar meinen, daraus 
erwachse der Erkenntnisstheorie kein Vorwurf: denn alle und 
jede Erklärung sei doch nur eine Zurückfuhrung von Thatsachen 
auf andere Thatsachen ; das Letzte und Höchste was wir erreichen 
können, sei überall und immer selbst wieder ein Thatsächliches (3). 
Wer so spräche würde aber vergessen dass, wenn auch alle Er- 
klärung von wahrgenommenen oder vermutheten Thatsachen 
ausgehen muss, die psychologische Thatsache, dass wir gewissen 
üeberzeugungen Kothwendigkeit zuschreiben, dessenungeachtet 
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einer Erklärang bedarf, um entscheiden zu können, ob die 
vorgetragene Tj^eorie diese Erklärung zu geben vermag, wollen 
wir sorgfältig untersuchen was eigentlich mit dieser Notbwendig- 
keit, welche wir dem logischen Denken thatsächlich zuerkennen, 
gemeint sei 

Was meinen wir eigentUch damit, wenn wir etwa dem Satz 
MeX-|-^iM = YoX apodictische G^wissheit zuschreiben ? 
Wir meinen damit erstens, dass, so oft uns Thatsachen gegeben 
sind welche wir in ürtheilen von der Form MeX und YiM 
ausdrücken können, wir dieselben uothwendig auch in einem 
IJrtheil von der Form YoX müssen ausdrücken können; — 
zweitens, dass es sich für jeden positiver und negativer ürtheile 
fähigen, also mit dem unsrigen wesentlich übereinstimmenden 
Intellect ebenso verhalten muss. Damit gehen wir aber offenbar 
über die durch Selbstbeobachtung, gegebene Thatsache der Einrich- 
tung unseres Denkens nicht hinaus. Nur dann würden wir über 
das Gegebene hinausgehen, wenn wir behaupteten dass es keine 
anders organisirte Intellecte geben könne, oder doch dass unser 
Intellect nicht anders organisirt sein könne als er es thatsächlich 
ist Diese Frage liegt aber dem natürlichen Denken zu fem, um 
etwas darüber zu behaupten; und die Wissenschaft, welche die 
Negation als eine blosse psychische Function kennen gelernt hat, 
findet keinen Grund dieselbe entweder zu bejahen oder zu verneinen. 

Die Apodicticität, welche wir den logischen Gesetzen thatsäch- 
lich zuschreiben, bedeutet also ausschliesslich dass diese Gesetze, 
wenn dieselben einmal als psychische Gesetze ge- 
geben sind, für alles was Object des Denkens wird noth wen- 
dig gelten müssen: keineswegs aber dass auch diese Gesetze 
selbst, als psychische Gesetze betrachtet, nothwendig wären. Wer 
die Gussform kennt, kann über die Gestalt des zu gieesenden 
Bildes apodictisch ürtheilen : dass aber die Gussform so und nicht 
anders beschaffen ist, das weiss er nur als Thatsache, nicht als noth- 
wendige Thatsache. Aehnlich hier. Wer die Organisation des Den- 
kens kennt, kann über die logischen Beziehungen zwischen dem 
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Gedachten apodictische Gfewissheit haben; wir kennen aber 
diese Organisation dea Denkens bloss durch innere Erfahning, 
als gegebene, aber keineswegs als nothwendige Thatsache. Die 
Apodicticitat der logischen Gesetze, in dem Sinne in welchem sie 
denselben thatsächlich zngeschrieben wird, bietet also kein neues 
Problem; sie ist in der Anwendung der logischen Gesetze anf 
die Wirklichkeit, welche wir im vorigen Paragraphen zu erklären 
versucht haben, miteinbegriffen. 

Die gewonnene Einsicht macht es uns möglich, die frfiher (15) 
aufgeworfene Frage nach dem eigentlichen Sinne apodio- 
tischer ürtheile jetzt wenigstens vorläufig zu beantworten. 
Das ürtheil: „wenn MeX und YiM gelten, gilt auch YoX" 
ist apodictisch gewiss, weil in denjenigen Merkmalen einer Er- 
scheinungsgruppe, kraft derer wir dieselbe als eine Exemplifica- 
tion der Sätze MeX und YiM aufEassen können, diejenigen 
Merkmale schon enthalten sind, kraft derer wir die nämliche 
Erscheinungsgruppe als eine Exemplification des Satzes YoX 
aufhssen können; — das heisst also (14), weil (unter Yorausset- 
zung der gegebenen Organisation des Denkens) in dem Subject- 
begriff (die Yerhältnisse MeX und YiM) der Prädicatb^riff (das 
Yerhältniss YoX) schon enthalten ist So oft dies der Fall ist, 
so oft diejenigen Eigenschaften, kraft derer wir ein Wirkliches 
dem Prädicatbegriff unterordnen, schon in denjenigen Eigenschaf- 
ten enthalten sind, kraft derer wir es dem Subjectbegriff unter- 
ordnen, können wir offenbar, ohne nähere Untersuchung, in voll- 
sten Allgemeinheit das Urtheil aussprechen, dass alles Wirkliche 
welches dem Subjectbegriff entspricht, auch dem Prädicatbegriff 
entsprechen müsse. Genau gesprochen, bezieht sich ein solches 
ürtheil nicht auf die Wirklichkeit ausserhalb des Denkens, son- 
dern auf ein Product des Denkens selbst; das Subject desselben 
ist der blosse Begriff (als psychische Wirklichkeit betrachtet; 14), 
nicht dasjenige was mit diesem Begriffe übereinstimmt Das Sub- 
ject des ürtheils „A muss B sein" ist nicht das Ding, sondern 
der Begriff A; von welchem assertorisch behauptet wird, dass 
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er B in sich enthalte. — Aehnlich mit dem problemati- 
schen ürtheil: „A kann B sein." Dasselbe bedeutet, dass 
die Uebereinstimmung mit dem Begriffe B dem Begriffe A nicht 
widerstreite; dass demnach das ürtheil ,,A ist B," wenn auch 
vielleicht anwahr, doch keinen logischen Widerspruch implidre; 
oder noch anders, dass dem Ürtheil „A ist nicht B" keine apodic- 
tische Geltung zukomme. Ueber die wirklichen A, über die Frage 
ob dieselben alle oder zum Theil B seien, sagt das problematische 
Ürtheil nichts; nur von dem Begriffe des A (also wieder von 
einer rein psychischen Wirklichkeit) wird assertorisch behauptet, 
dass derselbe das Nicht-B-sein nicht in sich schliesse. — Wir 
haben hiermit wenigstens eine Art von apodictischen und proble- 
matischen ürtheilen kennen gelernt, deren Bedeutung uns toII- 
kommen klar ist, und deren Gründe offen vor uns liegen* Ob sich 
sämmtliche apodictische und problematische Urtheile, welche in 
der gegebenen Wissenschaft vorkommen, in dieser Weise weiden 
erklären und begründen lassen, muss der weiteren Untersuchung 
überlassen werden. 



n. 

DIE ELEMENTE^). 



26. Die letzten 6r0nde in den Specialwieeenecliaflen. Ein 

grosser Theil unseres Wissens besteht aus zusammengesetz- 
teD Urtheilen, d.h. aus solchen, deren Gewissheit aus der 
Gewissheit anderer, einfacherer Urtheile entstanden ist, eigentlich 
nur in der verbundenen Gewissheit dieser ein£ftcheren Urtheile 
best^t (MX ^on ürtheüen wie : „die Erde hat die Gestalt eines 
Sugels", „der Inhalt des Kreises ist == ^r r''\ „wenn die Einfuhr 
eines Landes zunimmt muss auch die Ausfahr zunehmen", u. d», 
sieht Jeder unmittelbar ein, dass er derselben unmöglich gewiss 
sein könnte, wenn nicht die Gewissheit anderer ürtheilä vorher- 
gegangen wäre, und dass jene Gewissheit sogleich zusammen- 
brechen mflsste wenn diese ihm verloren ginge. Dagegen giebt es 
andere Urtheile, wie etwa folgende: „ich fühle Schmerz'^, „dieses 



1) Literatur. Kant, Kritik der reinen Vemunft: Von dem Unterschiede 
analytischer und synthetischer Urtheile (ed. Kehrbach, S. S9— 43); BAinfAMN, Phi- 
losophie als Orientirung über die Welt, Leipzig 1872, S. 197—200; mein Artikel: 
Analytisch, synthetisch (Yierteljahrsschr. f. wiss. Phil. 18S6); Setdel, Kants syn- 
thetische Urtheile a priori, insbesondere in der Mathematik (Zeitschr. f. PhiL u. 
phil. Krit. Bd. 94); mein Artikel: Noch einmal: Analytisch, synthetisch; sowie 
Sbydbl's Entgegnung (ebendaselbst Bd« 9S). 
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Ding ist blau", „34-1 = 4", welche uns unmittelbar gewiss, 
auf andere Urtheile nicht zurückfiihrbar, elementar erscheinen. 
Aus solchen elementaren, einfachen ürtheilen müssen 
offenbar sämmtliche zusammengesetzte Urtheile au%ebaut worden 
sein; unserem sämmtlichen Wissen muss eine gewisse Anzahl 
elementarer Ueberzeugungen zu Grunde liegen. Es ist nun die 
weitere Angabe der Erkenntnisstheorie, durch Analyse der ge- 
gebenen wissenschaftlichen Ueberzeugungen die denselben zu 
Grunde liegenden elementaren Ueberzeugungen aufisusuchen -, und 
zwar wird sie, wie schon in der Einleitung bemerkt wurde, diese 
Aufgabe zum Theil schon in den Specialwissenschaften selbst ge- 
löst finden. Denn eben die Beweise, welche die Specialwissen- 
schaften für ihre Lehrsätze aufzustellen pflegen, sind nichts ande- 
res als Synthesen einfacherer zu zusammengesetzteren Ürtheilen; 
und wenn auch oft die letzten Gründe, von denen- der Beweis 
ausgeht, keineswegs an sich evident, sondern anderen Wissenschaf- 
ten entnommen sind, so werden dieselben doch in diesen ande- 
ren Wissenschaften selbst wieder bewiesen, und so auf noch 
ein&chere Ueberzeugungen zurückgeführt Wenn man diesen Pro- 
cess rückwärts verfolgt soweit es die Specialwissenschaften er- 
möglichen, so stösst man zuletzt auf gewisse Urtheile welche die 
Specialwissenschaften nicht mehr beweisen, sondern als evident 
für jeden normal organisirten -Menschen voraussetzen: Wahr- 
nehmungsthatsachen, Definitionen, Axiome und vielleicht noch 
andere. Wenn nun diese letzten Gründe der Specialwissenschaf- 
ten von denselben auch immer ausdrücklich und vollständig er- 
wähnt würden, und wenn es an der thatsächlichen Gewissheit 
derselben weiter nichts mehr zu erklären gäbe, so hätte die Ebr- 
kenntnisstheorie leichte Arbeit Weder das Eine noch das Andere 
ist aber der Fall. 

27. LQcken in der BeweisfBhrung der Specialwiasenschaften. 

Dass die von den Specialwissenschaften zur Begründung irgend- 
welchen Lehrsatzes angeführten Prämissen nicht vollständig 



DIE SLEUENTB. 105 

seien, ISsst sich wenigstens vermuthen, so oft der Uebergang von 
diesen Prämissen auf den zu beweisenden Lehrsatz sich dem 
früher (S. 58) angestellten Schema nicht einordnen lässt Wenn 
z.B. in den empirischen Wissenschaften aus Urtheilen von der 

Form : A^ ist B, A9 ist B, A^ ist B, geschlossen wird dass 

auch Ab + 1 B sein wird, so ist dieser Schluss an und fOr sich 
nicht nur ungültig, sondern unmöglich: denn aus ^^^^^^ ^ 
sind B" und „dies ist ein A" entsteht nach der Formel M i X -{- 
-|- T a M = kein neues Urtheil, und es widerspricht sich nicht 
dass Aj bis Ab wohl, An + 1 dagegen nicht B sein sollte. Wenn 
dessenungeachtet Schlüsse von der erwähnten Form allgemein 
gebilligt werden, so scheint eben allgemein etwas dabei voraus- 
gesetzt zu werden, was den Schluss erst möglich macht; und 
dieeee Etwas, diese yerschwiegene Prämisse muss die Erkenntniss- 
theorie ausfindig zu machen Yersuchen. Allerdings wäre es auch 
denkbar, dass nicht yerschwiegene Prämissen, sondern andere 
Yerbindungsgesetze angenommen werden müssten um das Vor- 
kommen eines nach logischen Oesetzen nicht statthaften üeber- 
gangs zu erklären; und werden wir, wo Versuche in dieser 
Bichtung gemacht worden sind, es nicht unterlassen dieselben zu 
prüfen. Aber nach der alten methodologischen Yorschrift: prin- 
cipia non praeter necessitatem multiplicanda, scheint es doch 
wünschenswertb, an erster Stelle zu untersuchen, ob sich nicht 
verschwi^ene Yoraussetzungen constatiren lassen, welche es er- 
möglichen mit den bereits bekannten Gesetzen auszukommen. — 
üeber die specifischen TJntersuchungsmethoden, welche die Er- 
kenntnisstheorie in solchen Fällen anwendet, lässt sich hier schon 
Einiges bemerken. 

Man könnte meinen, nur die Methode der Selbstbeobachtung 
sei hier am Platze; man brauche nur darauf zu achten wie 
eigentlich der vorliegende Schluss im Bewasstsein zu Stande kommt, 
um die verschwiegenen Prämissen zu entdecken und ans Licht 
zu ziehen. So leicht ist aber die Sache keineswegs: denn gerade 
die allgemeinsten Yoraussetzungen des Benkens treten nicht 
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selbstSndig, sondern nur in ihren Folgesätzen eingeschlossen) im 
Bewusstsein aa£ In dem angefahrten Fall z.B. wird der natfir- 
liche Mensch nicht erklären können wie er dazn kommt, ans n 
wahrgenommenen Fällen aaf den nichtwahrgenommenen n -f- Iten 
Fall za sohliessen: er wird nur sagen können dass, nicht 
warum die Sache ihm evident erscheint. In solchen Fällen ist 
man, wie schon Siowabt bemerkt hat^), auf die Bedactions- 
methode angewiesen: d. lu man muss aus dem gegebenen 
Schlusssatz und den theilweise gegebenen Prämissen die fehlenden 
Prämissen zu reconstruiren versuchen. Diese Aufgabe lässt sich 
aber nicht auf directem, sondern nur auf indirectem, hypoChetischem 
Wege lösen ; sie ordnet sich eben der allgemeinen Aufgabe unter, 
zu gegebenen Wirkungen und theilweise gegebenen Ursachen die 
übrigen, nicht wahrnehmbaren Ursachen aufzusuchen. Bei solchen 
Fragen ist offenbar eine directe Beantwortung auf experimentellem 
Wege ausgeschlossen : man kann wohl Ursachen (im vorliegenden 
Fall Prämissen) einfahren und die Wirkung (hier die Gonclusion) 
beobachten, aber nicht umgekehrt. Allerdings lassen sich in ein- 
facheren Fällen durch Umkehrung experimentell gefundener Ge- 
setze allgemeine Kegeln zur Lösung dieser Probleme aufisteilen: 
so kann man aus der experimentell gefundenen Formel für die 
Abhängigkeit der Siedetemperatur von dem Druck, wenn die 
Thatsache des Siedens und die Temperatur gegeben sind, den 
Druck bestimmen. Aber oft schon bei den einfacheren, und immer 
bei den complicirteren Fällen fuhrt diese Methode desshalb nicht 
zu^einem definitiven Ergebniss, weil die nämliche Wirkung aas 
sehr verschiedenen Ursachen entstehen kann, und demnach die 
Aufgabe in grösserem oder geringerem Maasse unbestimmt ist. 
So verhält sich die Sache auch hier. Selbst wenn wir von vorn- 
herein wissen, dass nur ein einziger logischer Schluss aus zwei 
Prämissen vorliegt, lässt sich nicht immer aus dem Schlusssatz 
und einer Prämisse die andere Prämisse sicher bestimmen; der 
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SchluBssatz XiT kann aus der Yerbindong der gegebenen Frä- 
misse M a X entweder mit Y a M^ oder mit Y i M, oder mit M a Y, 
oder mit MiY entstanden sein. Wenn aber der gegebene Schlass- 
satz das Ergebniss nicht eines einzigen Schlusses sondern einer 
Schlusskette ist; wenn man nicht weiss aus wie vielen Gliedern 
diese Kette besteht; wenn mehrere Prämissen unbekannt sind ; 
und wenn Mittelb^riffe, welche in den gegebenen Prämissen nicht 
Yorkommen, in dem Process eine Bolle gespielt haben, so wird 
die Sache noch viel schwieriger. Bei den uns bevorstehenden 
Untersuchungen lässt sich aber keine dieser Möglichkeiten von 
vornherein ausschliessen. 

Unter solchen umständen sind allgemeine Begeln für den Ghmg 
der Untersuchung kaum aufzustellen. Man wird natürlich damit 
anfangen müssen, die Lücken in der Beweisführung der Special- 
wissenschaften aufzusuchen ; zweifelhafte Fälle lassen sich dadurch 
entscheiden, dass man die vorliegende Demonstration in die Form 
des Syllogismus umzugiessen versucht. Hat man in solcher Weise 
die Stellen, wo ein logisch nicht statthafter Uebergang vorkommt, 
kennen gelernt, so muss man zweitens das darin enthaltene Pro- 
blem möglichst scharf und vollständig zu formuliren versuchen; 
d. h. man muss aus den verschiedenen Fällen wo dieser ueber- 
gang stattfindet, das denselben Gemeinsame an Inhalt und Um- 
ständen absondern, und in empirische Denkgesetze zusammen- 
flEissenu Wenn diese empirischen Gesetze angestellt worden sind, 
wenn man also genau weiss aus welchen bewussten Prämissen 
und unter welchen gegebenen Bedingungen der vorliegende Schluss 
that^U^hlich gezogen wird, so kann ^die hypothesenbildende Phan- 
tasie ihre Arbeit anfangen. Man muss sich fragen welche weitere 
Prämissen denkbar sind, welche an sich evident, und gleichzeitig 
dazu geeignet wären, die gegebene Beweisführung in einen lücken- 
losen Syllogismus zu verwandeln. Gelingt es Prämissen zu finden 
welche diesen beiden Anforderungen genügen, und welche nur 
in den Fällen und in allen Fällen wo die gegebene Beweis- 
führung als gültig anerkannt wird, Anwendung finden, so darf 
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man vennuthen dass es in der That diese Prämissen sind, deren 
verschwiegene Yoraussetzung jene BeweisMhmng möglich macht 
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28. Synthetische Urtheile apriori. Gesetzt nun es wäre gelun- 
gen, in dieser Weise, durch directe Untersuchung und hypothe- 
tische Ergänzung der gegebenen Wissenschaft, ein System von 
letzten Prämissen zusammenzubringen, aus denen sich alle wissen- 
schaftlichen Wahrheiten auf rein logischem Wege deduciren liessen, 
so wäre damit die Aufgabe der Erkenntnisstheorie noch keines- 
wegs gelöst Denn die letzten Gründe der Wissenschaft sind 
theilweise so beschaffen, dass die Erkenntnisstheorie die Gewiss- 
heit derselben unmöglich als eine gegebene Thatsache ruhig 
hinnehmen kann, sondern sich genöthigt findet, eine Erklärung 
für dieselbe zu fordern. Um dieses einzusehen, werden wir uns 
vor Allem mit der äusserst wichtigen, von E^Ain^ in die Wissen- 
schaft eingeführten Unterscheidung zwischen analytischen 
und synthetischen Urtheilen bekannt zu machen ver- 
suchen. 

Unter Analyse versteht man im Allgemeinen die Zerlegung 
eines Zusammengesetzten in seine Bestandtheile, unter Synthese 
den Aufbau eines Zusammengesetzten aus seinen Bestandtheilen. 
Das gilt gleichmässig für die chemischen Operationen durch welche 
chemische Körper — , für die mathematischen durch welche al- 
gebraische Formeln und geometrische Figuren — , und für die 
logischen durch welche Urtheile und B^grifie zerlegt und aufge- 
baut werden. Ueber die logische Analyse und Synthese von 
Urtheilen, über die Zerl^ung einer gegebenen Schlussfolge- 
rung in ihre Prämissen und die Yerbindung gegebener Prämissen 
zu einer Schlussfolgerung, haben wir bereits ausführlich ge- 
handelt; für jetzt haben wir es ausschliesslich mit der logi- 
schen Analyse und Synthese von Begriffen zu thun. Ein 
Begriff ist eine durch eine Definition bestimmte Gruppe von 
Yorstellungen ; und diese Yorstellungen heissen die Merkmaie 
des Begriffs. Wir bringen also eine Begriff sanalyse zu 
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Stande, so oft wir einen gegebenen Begriff in seine Merkmale 
zerlegen, eine Begriffssynthese, so oft wir aus gegebenen 
Merkmalen einen Begriff zosammenstellen. Nun werden aber, wie 
wir uns erinnern, Snbject und Prädicat eines Urtbeils eben durch 
Begriffe (welche eines oder mehrere, für das Subject bisweilen auch 
keine Merkmale enthalten) bestimmt. (14) Und so verstehen wir 
denn unter analytischen ürtheilen solche, deren Oewiss- 
heit in der Einsicht begründet ist, dasf] die Analyse des Subject- 
begriff (entweder direct oder mittelst rein logischer Operationen) 
den Prädicatbegriff ergiebt ; unter synthetischen ürtheilen 
dagegen solche, wo entweder dieses Yerhältniss zwischen Subject- 
und Prädicatbegriff^ oder die Einsicht in dasselbe fehlt Oder 
kfirzer und schärfer: alle ausschlieslich aus Definitionen aufge- 
bauten ürtheile sind analytisch, alle anderen synthetisch. Sofern 
wir „Körper" als „ausgedehnte Dinge" definiren, ist demnach 
das TTrtheil: alle Körper sind ausgedehnt, ein analytisches, das 
TJrtheil: alle Körper sind schwer, dag^n ein synthetisches ür- 
theiL Der mechanische Satz : s = ^/^ gfi ist analytisch : denn 
die Gewissheit desselben ist darin begründet, dass man den Be- 
griff des Weges, den ein mit constanter Beschleunigung g sich 
bewegender Körper während einer Zeit t zurücklegt, analysirt, 
und das Product Vs ^' herausbekommen hat Der Satz: dieser 
Tisch ist braun, ist dagegen synthetisch : denn weder in dem Be- 
griff des Tisches, noch in der Ortsbestimmung welche das Wort 
„dieser" demselben hinzufügt, ist direct oder indirect etwas von 
brauner Farbe enthalten. — Wie man leicht einsieht, sind die 
analytischen IJrtheile sämmüich apodictischer Natur (25), während 
sich über die Modalität synthetischer IJrtheile von yomherein 
nichts bestimmen lässt 

Wir lassen für den Augenblick die analytischen ürtheile dahin- 
gestellt, und betrachten ausschliesslich die synthetischen. Diese 
sind wieder zweifacher Natur: entweder sie sagen nur aus was 
uns in der bewussten Erfahrung gegeben ist, oder sie gehen 
über diese gegebene ErMrung hinaus. Im ersteren Falle heissen 
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sie synthetische Urtheile aposteriori, im zweiten syn- 
thetische ürtheile apriorL Zu jenen gehören sämmüiche 
Wahrnehmungsurtheile ; zu diesen müssen wir, vorläufig wenig- 
stens, die geometrischen Axiome und Lehrsätze, das Causalitats- 
princip u. dergl. rechnen (2). Ich sage: vorläufig wenigstens; 
weil der strenge Beweis für die synthetisch-apriorische Natar 
dieser Sätze erst später folgen kann. Die Möglichkeit dass diesel- 
ben sich der genaueren Untersuchung als analytische oder syn- 
thetisch-aposteriorische entpuppen werden, lässt sich hier noch 
nicht ausschliessen ; wir können nur sagen, dass wir voiläufig 
nicht einsehen, wie dieselben entweder durch Analyse des Sub- 
jectbegriffs oder durch Erfahrung begründet werden konnten. 

Wir haben also eine dreifache Unterscheidung der Urtheile, in 
analytische, synthetisch-aposteriorische, und synthetisch-apriorische, 
zu Stande gebracht ; und fragen jejzt wozu diese ünterscheidang 
uns nützen kann. Die Antwort ist leicht g^ben. Die auf- 
gestellte Unterscheidung ist uns nützlich und 
nothwendig, weil sie es ermöglicht darüber zu ent- 
scheiden, welche der von der nachfolgenden Unter- 
suchung an's Licht zu ziehenden letzten Prämissen 
der Wissenschaft einer näheren Erklärung bedür- 
fen, und welche nicht Um hierüber zu klaren Einsichten 
zu gelangen, untersuchen wir vorläufig, wie diese letzten Prä- 
missen der Wissenschaft beschaffen sein könnten. 

Gesetzt also, wir haben ein gegebenes wissenschaftliches GFebiet 
durchforscht, die letzten Prämissen, welche für dieses Gebiet der 
Beweisführung zu Grunde liegen, ermittelt, und die Natur der- 
selben nach dem oben aufgestellten Schema bestimmt Inwiefern 
führt nun diese Bestimmung zu neuen Problemen? 

Sofern die letzten Prämissen der Wissenschaft synthetische 
Urtheile aposteriori sind, liegt darin offenbar keine Schwie- 
rigkeit Allerdings: in den Sätzen welche filr gewöhnlich als reine 
Brfahrungsurtheile angesehen werden, findet die nähere Unter- 
suchung vielfach schon apriorische Elemente (2). Aber wenn wir 
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diese Elemente aus denselben eleminirt denken, so bietet die 
Gtewissheit der reinen Erfahmngsurtheile welche wir zurück- 
behalten, der Erkenntnisstheorie keine Probleme. Alle ürtheile 
welche nur auf Gegebenes, sofern es gegeben ist, sich beziehen, 
können als letzte Prämissen unbeanstandet hingenommen werden. 

Auch unter demjenigen letzten Prämissen der Wissenschaft 
welche den Charakter synthetischer Ürtheile apriori zu tragen 
scheinen, kommen Einige vor welche keiner weiteren Erklärung 
bedürfen. Das sind die Definitionen oder Worterklärun- 
gen: ürtheile welche ausschliesslich dazu dienen, die Bedeutung 
eines Wortes festzustellen. Dieselben sind ohne Zweifel synthetischer 
Natur, denn das Subject derselben ist der Wortlaut rein als solcher, 
und in diesem Wortlaut ist von der Bedeutung welche das Prädicat 
demselben erst beilegt, offenbar noch Nichts enthalten. Sie schei- 
n^i auch apriorisch zu sein, denn sie werden ohne jedwede Be- 
gründung durch Erfahrung angestellt. Thatsachlich aber verhält 
sich die Sache anders: denn wenn die Definitionen sich nicht 
durch g^bene ErfiEÜirung begründen lassen, so beziehen sie 
sich eben auch nicht auf gegebene Erfahrung, und kann demnach 
von denselben auch nicht gesagt werden dass sie über die ge- 
gebene ErEjEihrung hinausgehen. Wenn ich sage: Alles was Wider? 
stand leistet ist Stoff^ so ist damit nicht gemeint, dass das 
Widerstandleistende noch eine andere Eigenschaft habe, nämlich 
Stoff zu sein; sondern nur, dass ich mit dem Worte „Stoff*' 
dasjenige bezeichnen will, welches Widerstand leistet Das defini- 
rende Urtheil: A ist B CD...., ist nur ein abgekürzter Aus- 
druck für das folgende: ich werde nur dasjenige und alles 
dasjenige A nennen, was die Merkmale B, C, D, . . . . aufweisen 
kann. Das ist aber schliesslich kein Wissen, sondern ein Wil- 
lensentschluss. 

Genau dasselbe müsste offenbar auch gelten, sofern die Wis- 
senschaft als letzte Prämissen ürtheile verwendete, welche sich als 
analytische ürtheile, also als mittelbare oder unmittelbare 
Folgerungen aus verschwiegenen oder nicht zu klarem Bewusst- 
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sein gebrachten Definitionen, erkennen liessen. Auch in solchen 
ürtheilen wird nur scheinbar etwas über die Wirklichkeit aus- 
gesagt; thatsächlich beziehen sich dieselben, genau so wie die 
Definitionen aus denen sie abgeleitet werden, nur auf den Sprach- 
gebrauch. Wenn wir einmal übereingekommen sind, durch das 
Wort P diejenigen Dinge zu bezeichnen, denen die Eigenschaften 
a h und e zukommen, und wenn wir nachher sagen: alle? 
sind a, so bedeutet das eben nichts weiter als: damit ich etwas 
P nennen werde, muss es (unter Anderem) die Eigenschaft a 
besitzen. Das können wir aber wieder Tollkommen sicher wissen : 
weil wir es selbst so festgestellt haben. Auch die Gewissheit 
analytischer ürtheile erfordert demnach keine» Erklärung. 

Wie nun aber wenn es wirkliche synthetische ür- 
theile apriori geben sollte, — wenn also unter den letzten 
Prämissen der Wissenschaft Ürtheile vorkämen, in welchen über 
die thatsächliche Yerbindung objectiy gegebener und logisch on- 
rerbundener Merkmale, ohne zureichende Erfahrungsgründe, etwas 
behauptet würde ? Dann stünden wir offenbar yor einem erkennt- 
nisstheoretischen Problem (3). Denn wir sehen gar nicht ein wie 
wir, ausser durch Erfahrung, dazu gelangen sollten zu wissen, 
dass etwa die Wirklichkeit, sofern sie gewissen Merkmalen 
abc... entspricht, auch anderen, darin weder direct noch indi- 
rect enthaltenen Merkmalen pqr.... entsprechen muss. Wir 
sehen nicht ein, was uns nöthigen könnte Ürtheile für wahr zn 
halten, für welche weder im Denken noch in der Erfahrung die 
zureichenden Gründe gegeben sind. — Dennoch scheint es, wie 
wir oben gesehen haben, in der That solche synthetische Ürtheile 
apriori zu geben. Wenn wir behaupten dass zwei gerade Linien, 
beliebig verlängert, keinen Baum einschliessen, so gehen wir of- 
fenbar über den Begriff der Geradlinigkeit, aber zugleich auch 
über die Erfahrung hinaus: denn Niemand kann wahrnehmen 
wie sich diese Linien jenseits der Fixstemsphäre verhalten. Wenn 
wir jedes Geschehen in Yergangenheit und Zukunft für verur- 
sacht erklären, so sagen wir davon etwas aus, was in dem blossen 
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BegrifiEe des Geschehens nicht schon enthalten ist; nnd da wir 
diese Aussage auch für die unendliche Vielheit der nichtwahrge- 
nommenen lUlle gelten lassen, ist sie gleichzeitig apriorischer 
Natur. Es wurde allerdings im Yorhergehenden die Möglichkeit 
offengelassen, dass eine nähere Untersuchung diese und ähnliche 
Urtheile als analytische oder synthetisch-aposteriorische würde 
erkennen lassen: jedenfialls erfordern sie aber eine nähere Un- 
tersuchung. Nehmen wir aber für einen Augenblick an, dass diese 
nähere Untersuchung unsere vorläufige Ansicht bestätigen sollte : 
dass also wirklich unter den letzten Prämissen der gegebenen 
Wissenschaft urtheile vorkämen, zu denen im bewussten Denken 
und in der bewussten Erfahrung sich genügende Gründe nicht 
entdecken liessen! Dann müssten wir entweder unsere auf die 
unmittelbarste Selbsterkenntniss sich stützende XJeberzeugnng, 
dass wir vernünftige, nach Gründen urtheilende Wesen sind, 
aufgeben, — oder die betreffenden Thatsachen des Denkens in 
solcher Weise zu ergänzen oder zu deuten versuchen, dass der 
Widerspruch zwischen diesen Thatsachen und jener üeberzeugung 
au%ehoben würde (3). Letzteres könnte aber nur dadurch gesche- 
hen, dass für die im bewussten Denken und Wahrnehmen nicht 
begründeten urtheile auf hypothetischem Wege, im unbewussten 
Denken oder in der unbewussten Erfahrung, zureichende Gründe 
nachgewiesen, oder das Yorkommen derselben wahrscheinlich 
gemacht würde. 

Wir sehen, welche grundlegende Bedeutung dem Begriffe der 
synthetischen urtheile apriori in der Erkenntnisstheorie zuerkannt 
werden muss. Die letzten Prämissen der gegebenen Wissenschaft 
sind entweder Definitionen, oder analytische Urtheile, oder syn- 
thetische Urtheile aposteriori, oder synthetische Urtheile apriori; 
die Gewissheit der Definitionen, der analytischen Urtheile und 
der synthetischen Urtheile aposteriori ist uns vollkommen ver- 
standlich; nur die Gewissheit der synthetischen Urtheile apriori 
bietet uns ein auf directem Wege nicht zu lösendes Problem. 

Ueberall, und nur dort, wo unter den letzten Prämissen der ge- 

8 
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gebenen Wissenschaft solche ürtheile vorkommen, werden wir 
demnach hypothetisch eine Erklämng ffir die Gewissheit dersel- 
ben zu suchen haben. Die synthetischen Ürtheile apriori 
bezeichnen die Probleme der Erkenntnisstheorie. 
Darin liegt ihre eminente methodologische Bedentang. 

29. Synthetische Ürtheile apriori : Fortsetzung. Man hat viel- 

&ch g^laubt, die kantische Unterscheidung zwischen analytischen 
und synthetischen TJrtheilen sei schwankend, und demnach wis- 
senschaftlich nicht brauchbar. Denn das nämliche ürtheil sei 
analytisch oder synthetisch, je nachdem man für den Subjectbe- 
griff die eine oder die andere Definition aufstelle; das Definiren 
sei aber bekanntlich Sache der Willkfir. Also: wenn ich den 
Begriff der Körpers durch das Merkmal der Ausdehnung be- 
stimme, so sei ohne Zweifel der Satz: alle Körper sind ausge- 
dehnt, analytisch, — der andere: alle Körper sind schwer, syn- 
thetisch. Wenn ich dagegen den Begriff des Körpers durch Jas 
Merkmal der Schwere bestimme, so verhalte sich die Sache gerade 
umgekehrt; und wenn ich in den Begriff der Körpers alles auf- 
nehme was ich von den gegebenen Körpern weiss, so seien meine 
beiden ürtheilen analytisch. So lasse sich denn jedes Urtheil nach 
Belieben als ein analytisches oder als ein synthetisches betrach- 
ten; ob es aber fClr eine gegebene Person in einem gegebenen 
Zeitpunkte analytisch oder synthetisch sei, hänge davon ab, ob es 
derselben etwas Neues mittheile oder nicht Der Satz: die Erde 
ist ein Planet, sei f&r den Lehrer, der es längst weiss, analytisch, 
für den Schüler, die es zum ersten Mal hört, synthetisdi. ICt 
dem üm&nge unserer Erkenntnisse wachse auch die Zahl der für 
uns analytischen ürtheile ; für einen Allwissenden könne es keine 
synthetischen ürtheile mehr geben. 

Ich glaube nicht zu viel zu sagen wenn ich behaupte, dass in 
der zeitweise allgemeinen Yerbreitung des Mlssrerständnisses, 
welches diesen Behauptungen zu Qrunde liegt, die erste und 
Hauptursache der langsamen und unsicheren Entwicklung der 
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Erkenntnisstheorie in unserem Jahrhundert gesucht werden mtiss. 
Es ist demnach dringend nothwendig, dass wir über diesen Funkt 
zu vollkommen klaren Einsichten gelangen; nur unter Yoraus* 
Setzung solcher Einsichten lassen sich die Probleme unserer Wis- 
senschaft, verstehen, und die Lösungen derselben beurtheilen. — 
Die Sache ist übrigens ein&ch genug : man braucht nur folgende 
zwei Wahrheiten scharf ins Auge zu fassen und zu behalten: 
Erstens, dass wir (dem Vorhergehenden nach) nur dann Ver- 
anlassung haben, nach der analytischen oder synthetischen Natur 
eines ürtheils zu fragen, wenn wir dieses ürtheil in dem ge- 
gebenen wissenschaftlichen Denken antreffen. 'Zwei- 
tens, dass die Begriffe, welche das gegebene wissenschaftliche 
Denken verwendet, eine prädse, entweder durch Definitionen 
ausdrücklich festgestellte, oder doch aus dem wissenschaftlichen 
Sprachgebrauch mit Gtewissheit zu ermittelnde Bedeutung 
haben. Aus diesen beiden Sätzen folgt aber sogleich, dass 
überall wo wir Veranlassung haben, nach der ana- 
lytischen oder synthetischen Natur eines ürtheils 
zu fragen, diese Frage auch einer bestimmten, von 
Willkür und Belieben unabhängigen Antwort fähig 
ist Denn die gerügte Unsicherheit war nur darin begründet, 
dass dem Subjectbegriff verschiedene Bedeutungen beigelegt 
werden können ; dieselbe fällt hinweg, sobald die Bedeutung des 
Subjectbegriffs feststeht — Man vergisst eben, dass nicht die 
gesprochenen oder geschriebenen Worte als solche, sondern nur 
die Vorstellungen welche sie bezeichnen, die wesentlichen 
Bestandtheile des ürtheils sind". Ohne Zweifel : wenn ich bloss 
einige Worte höre oder lese, ohne zu wissen was mit denselben 
gemeint ist, so kann ich auch nicht wissen ol> das darin ausge- 
sprochene ürtheil ein analytisches oder ein synthetisches ist : aber 
nur, weil ich dann das ürtheil selbst nicht kenne. 
Sobald ich aber den Satz verstehe, also genau weiss was mit jedem 
der darin vorkommenden Wörter gemeint ist, kann mir die ana- 
lytische oder synthetische Natur des damit ausgesprochenen ür- 
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theils auch nicht mehr zweifelhaft sein. — Erläutern wir die 
Sache durch einige Beispiele. Wir stossen etwa in der Wissen- 
schaft auf den Satz: alle Körper sind schwer. Nun könnte 
allerdings in diesen Worten ein analytisches TJrtheil ausge- 
sprochen sein : wenn nämlich mit dem Worte „Körper" dasjenige 
gemeint wäre, was, ausser vielleicht noch anderen Eigenschaften, 
auch Schwere besitzt ; wenn also der angeführte Satz nichts weiter 
bedeutete als: all dasjenige, welches Schwere und andere Eigen- 
schaflien besitzt, ist schwer. Umgekehrt: wenn mit dem Worte 
„Körper" etwa alles ßaumerfüUende, Widerstandleistende gemeint 
ist, so muss der Satz offenbar synthetisch heissen. Ist es nun 
aber wirklich fraglich, in welchem Sinne die Wissenschaft, wenn 
sie jenen Satz ausspricht, das Wort „Körper" verwendet? Doch 
wohl kaum : Jeder weiss, dass sie damit nicht die Binsenwahrheit 
verkündigen will, dass alles Schwere schwer sei, sondern die 
physikalische Thatsache, dass alles Baumerfüllende auch Schwere 
besitzt. Also ist das betreffende TJrtheil zweifellos synthetisch.— 
Oder nehmen wir etwa den Satz: Wärme ist ein Bewegungs- 
zustand kleinster Stofftheilchen. Was meint die Wissenschaft mit 
diesem Satze? Offenbar nicht, dass ein bestimmter Bewegungs- 
zustand kleinster Theilchen ein Bewegungszustand kleinster 
Theilchen ist, — sondern dass dasjenige welches wir als die 
äussere /Ursache der Wärmeempfindung voraussetzen und vorläufig 
nur als solche definiren, ein Bewegungszustand kleinster Theilchen 
ist In dem Begriff: „die äussere Ursache der Wärmeempfindung" 
ist aber das Merkmal: „ein Bewegungszustand kleinster Theilchen" 
nicht enthalten; das Urtheil ist demnach ein synthetisches, eben- 
sowohl für den Lehrer der es ausspricht als fiir den Schüler der 
es zum ersten Male vernimmt. — Man wird vielleicht noch ein- 
wenden, die äussere Ursache der Wärmeempfindung sei doch eben 
nichts anderes als eine bestimmte Bewegung kleinster Theilcheo; 
es sei demnach genau dasselbe, ob man von „der äusseren Ursache 
der Wärmeempfindung", oder von „derjenigen Bewegung klein- 
ster TheUchen, welche die äussere Ursache der Wärme empfindung 
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ist", ZU reden beliebe. Das ist auch insofern ganz richtig, dass wir 
in beiden Fällen von der nämlichen Sache reden: wir haben 
es hier aber nicht mit der Sache, sondern mit dem Begriff zu 
thun. Ein Begriff ist aber nichts weiter als eine beliebige Yer- 
bindung von Merkmalen ; wenn ich also die Thatsache aussprechen 

will das alles Wirkliche, sofern es den Merkmalen a b c 

entspricht, auch den Merkmalen d e / . . . . entspreche, so hindert 
mich nichts, einen Begriff A z=ahc,. . . aufzubauen, und 
dann zu sagen: Alle A sind d e f So bildet die Wissen- 
schaft den Begriff „Wärme" = „die äussere Ursache der Wärme- 
empfindung", und sagt dann: alle Wärme iat eine Bewegung 
kleinster Theilchen. Es ist klar dass in diesem Satze, wenn 
derselbe ausdrücken soll was der Physiker damit ausdrücken 
will, der Subjectbegriff nicht schon die Merkmale des Prädicats in 
sich enthalten dar£ Anderenfalls wäre damit nur gesagt, dass die 
äussere Ursache der Wärmeempfindung, sofern sie eine Bewegung 
kleinster Theilchen ist, eine Bewegung kleinster Theilchen sei; 
während eben die Frage, ob es eine äussere Ursache der Wärme- 
empfindung, welche gleichzeitig Bewegung kleinster Theilchen ist, 
giebt, sowie auch die andere, ob es noch weitere äussere Ursachen 
der Wärmeempfindung giebt, unentschieden bliebe. 

30. Synthetiache Urtheile apriori: Schluss. Wir haben im 
y engen Paragraphen gesehen, dass von zwei Sätzen, welche dem 
Wortlaut nach identisch sind, dennoch der eine analytisch und 
der andere synthetisch sein kann ; wenn nämlich die den Wörtern 
beigelegte Bedeutung iu den beiden Fällen eine verschiedene ist 
Es kann zur £iärung der Begriffe nützlich sein ausdrücklich zu 
bemerken, dass auch ein nach Inhalt und Bedeutung 
bestimmter Satz für den Einen analytisch, für den 
Anderen dagegen synthetisch sein kann. Es kann 
nämlich vorkommen, dass der Prädicatbegriff eines Urtheils zwar 
in dem Subjectbegriff enthalten ist, aber nur mittelst mehr oder 
weniger complicirter Operationen daraus ans licht gezogen 
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werden kann ; dann konnte aber das ürtheil für den Einen, der 
das Yerhältniss zwischen Snbject und Frädicat kennt, analytisdi 
sein ; während der Andere, dem die Einsicht in dieses Yerbältuss 
fehlt, das nämliche Urtheil auf Grund der ErMrung zu Stande 
brächte, welches ftir ihn aber synthetisch wäre. So wird bei- 
spidsweise der mechanische Satz 8=zigt* in der Schule viel&ch 
experimentell, etwa mittdst der Atwood'schen Fallmaschine, be- 
wiesen ; während^ erst später, wenn der Schüler in der Mathematik 
weiter voigeschritten ist, der deductiye Beweis aus den Begriffen 
geliefert werden kann. Bis so lange ist dann das betreflEdnde 
Urtheil fBr den Schüler ein synthetisches; nachher aber ein 
analytisches. Offenbar lässt sich von vomherein die Möglich- 
keit nicht ausschliessen, dass in ähnlicher Weise Sätze, welche 
far die ganze zeitgenossische Wissenschaft synthetische sind, 
für eine weiter vorgeschrittene Wissenschaft ihre Natur ändern 
und sich in analytische verwandeln werden. — Es liegt 
aber auch in diesem Sachverhalt nichts, was uns an der metho- 
dologischen Bedeutung der Unterscheidung analytischer und 
synthetischer Urtheile irre zu machen brauchte. Wissenschaftliche 
Urtheile sind ja fftr uns nichts weiter als Denkerscheinongm, 
psychologische Thatsachen, welche wir zu erforschen und nottii- 
genfalls zu erklären haben; und zwar haben wir gefunden dass 
sie eine Erklärung nur dann erfordern, wenn sie den Charakter 
synthetischer Urtheile aphori besitzen. Gesetzt nun es stellt sich 
heraus, dass ein von gewissen Forschem aufgestelltes Urtheil 
für diese Forscher synthetisch-apriorischer Natur ist, so liegt in 
dieser Thatsacheein erkenntnisstheoretisches Problem, welches 
durch die Erwägung, dass möglicherweise spätere Qeschlechter das 
nämliche Urtheil analytisch werden beweisen können, nicht im 
Oeringsten seine Bedeutung verliert Man wolle sich nur wieder 
an naturwissenschaftlichen Beispielen orientiren. Nehmen wir an, 
die vergleichende Anatomie fände bei einer bestimmten Species 
ein hochentwickeltes Organ^ ohne nachweisen zu können dass 
diese Species im Kampf ums Dasein daraus irgendwelchen Nutzen 
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ziehen kdnntoy so würde doch dieser Sachverhalt um Nichts er- 
klärlicher durch den umstand, dass bei einer anderen 
Species das Yorkommen des nämlichen Organes wohl als zur 
Erhaltung der Species dienlich erklärt werden konnte. Aehnlich 
hier. Der Umstand, dass die Oewissheit eines bestimmten ürtheils 
bei einigen Forschem auf die Einsicht in das logische Yerhaltniss 
zwischen Subject und Prädicat zurückgeführt werden kann, Hesse 
die Thatsache, dass bei anderen Forschem die nämliche Oewiss- 
heit ohne diese Einsicht zu Stande gekommen ist, keineswegs 
weniger befremdlich erscheinen. Oenau genommen müsste schon 
der Nachweis, dass ein einziger wissenschaftlicher Forscher in 
einer einzigen Beweisführung eine für ihn synthetisch-apriorische 
Prämisse verwendet hat, den Erkenntnisstheoretiker veranlassen 
diese Thatsache als ein zu erklärendes Problem anzuerkennen, 
und eine Losung für dasselbe zu suchen. 

Verfügt nun etwa die Erkenntnisstheorie über einen untrüg- 
lichen Maassstab, nach welchem sie in concreto, mit vollständiger 
Ausschliessung der Möglichkeit eines Irrthums, über die analytische 
oder synthetische Natur eines gegebenen ürtheils (als individueller 
Deakerscheinung betrachtet) entscheiden könnte ? Auch diese Frage 
muss (und kann ohne Gefahr für den Werth der vorliegenden 
Unterscheidung) verneinend beantwortet werden. Schon aus der 
Geschichte geht hervor, dass man sich über den erkenntniss- 
theoretischen Charakter gegebener, im eigenen Denken untersuchter 
Urtheile vielfiEU)h geint hat; oder doch, was dasselbe bedeutet, 
dass darüber vielfach gezweifelt und gestritten worden ist Bis 
auf Kant glaubte man allgemein, dass die geometrischen Sätze 
analytischer Natur seien; aber die spateren Untersuchungen Rus- 
MA^m's und HsLMHOLTz' haben den schon von Eakt behaupteten 
synthetischen Charakter derselben endgültig bewiesen. Die arith- 
metischen Sätze wurden umgekehrt von Kanu far synthetisch 
gehalten, während sie thatsächlich, wie wir bald sehen werden, 
rein analytisch sind. Wie lassen sich nun solche Meinungsver- 
schiedenheiten und Irrthümer erklären? Ich glaube, fürs Erste 
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aus dem schon früher (11) erörterten umstand, dass in den Be- 
weisführungen der Specialwissenschaften diejenigen Prämissen, 
welche für jeden normal organisirten Menschen unmittelbar evident 
sind, nicht ausdrücklich erwähnt zu werden pfl^n, und viel- 
fach selbst nicht zu klarem Bewusstsein gelangen. li^en nun 
etwa einer Beweisführung nur Definitionen und solche verschwie- 
gene Prämissen synthetischer Natur zu Grunde, so kann es leicht 
geschehen dass derjenige welcher diese Beweisführung in sich 
reproducirt, bloss auf die Definitionen achtet und die syntheti- 
schen, unbewusst in Anschlag gebrachten Elemente übersieht Er 
wird dann mit unrecht das Ergebniss der Beweisführung für ein 
analytisches Urtheil ansehen. — Etwas weniger durchsichtig ist die 
Sache im entgegengesetzten Fall, wo analytische tJrtheile irrthümlich 
für synthetisch gehalten werden. Man könnte meinen, wenn analy- 
tische TJrtheile solche sind, deren Gewissheit in der Einsicht begrün* 
det ist, dass der PrädicatbegriffimSubjectbegriffenthalteni8t(38), 
so sei es auch undenkbar dass der ürtheilende je glauben könnte, 
dieselben seien für ihn synthetisch. Die Sache ist aber die, dass man 
nicht von allen Einsichten, die man hat, sich auch klar und deutlich 
Bechenschaft abzulegen im Stande ist Nicht bloss das natürliche, 
sondern auch das wissenschaftliche Denken verläuft für einen 
guten Theil in den Begionen des Nicht- oder Halbbewussten; 
nicht jeder neueingeführte Begriff wird ausdrücklich und scharf 
definirt; von vielen haben wir die Bedeutung erst durch den Ge- 
brauch kennen gelernt Unter solchen umständen kann es leicht 
vorkommen, dass wir irgendeinen Satz, dessen Gewissheit that- 
sächlich nur auf willkürlich festgestellte Begrifiisinhalte beruht, 
dennoch nicht auf seine Gründe zurückzuführen vermögen, und 
so denselben für synthetisch halten. In dem nächstfolgenden Ca- 
pitel werden wir diesen Sachverhalt illustrirt finden. 

Die Erkenntnisstheorie muss demnach auf den Besitz eines 
unfehlbaren Maassstabes zur Entscheidung über die analytische 
oder synthetische Natur gegebener wissenschaftlicher Urtheile 
verzichten; auch die genaueste Untersuchung lässt noch einen 
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Rest der Unsicherheit zurück. Das ist nun einmal das Schicksal 
jeder empirischen Forschung. Was aber den Forscher, hier wie 
überall, berechtigt mit seiner Arbeit fortzufahren, ist die Oewiss- 
heit, dass jene Unsicherheit nicht in den Objecten der Untersu- 
chung, sondern ausschliesslich in seiner mangelhaften Erkenntniss 
derselben begründet ist. Die analytische oder synthetische Natur 
eines gegebenen Urtheils, als individueller Denkerscheinung be- 
trachtet, gehört zu seinem eigensten Wesen ; sie wird nicht will- 
kürlich in das Urtheil hineingelegt, sondern aus dem Urtheil, so 
wie es vorliegt, erkannt 
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Die Thatsachen des arühmetischen Benkens. 

31. Der apriorische Charaicter der Arithmetliilc. Die Beweis- 
führungen der Arithmetik enthalten zwar in methodologischer 
Hinsicht viel Interessantes, bieten aber der Erkenntnisstheorie 
keine nenen Probleme. Ihr charakteristisches Gepräge verdanken 
sie hauptsächlich dem Umstände, dass die arithmetischen Sätze 
fast alle Identitätsurtheile (i5) sind, und als solche zwei allge- 
meine Drtheile, welche sich nur durch die Verwechslung von 
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Snbject- and Prädicatb^riff unterscheiden, in sich befiässen. So 

behauptet etwa der Satz 

7 + 4=11 

nicht nur dass, so oft man sieben und vier Dinge zusammen hat, 
man deren auch elf besitzt, sondern auch dass, so oft man elf 
Dinge zusammen hat, man deren auch sieben und vier besitzt 
Die dadurch bedingte Umkehrbarkeit arithmetischer Sätze ermöglicht 
es, in gleicher Weise auch die arithmetischen Schlüsse umzu- 
kehren, und ertheilt so dem analytischen Beweisverfahren, welches 
in der Naturwissenschaft nur mit Hülfe apriorischer Vorausset- 
zungen zu mehr oder weniger wahrscheinlichen Sätzen fuhren 
kann, für die Arithmetik unmittelbare, volle Gtowissheit ergebende 
Stringenz. Dieser Unterschied betrifft aber nur die AnwendoDg 
der Yerbindungsgesetze, nicht diese Gesetze selbst; sämmtlidie 
arithmetischen Schlüsse lassen sich ohne Best aus den früher 
erörterten logischen Grundgesetzen erklären. 

Um so interessanter sind uns die Ausgangspunkte der 
arithmetischen Beweisführung: die elementaren Urtheüe der Arith- 
metik. Dieselben sind nicht, wie die elementaren Urtheüe der 
Naturwissenschaft, specieller, sondern allgemeiner Natur; sie be- 
ziehen sich, jedes für sich, nicht auf eine einzelne Thatsache, 
sondern auf eine der Zahl nach unbestimmte Yielheit von That- 
sachen. Schon die einfachsten arithmetischen Sätze, wie etwa 
^3 -j- 1 = 4", „a -|- 6 = 6 + a", sind allgemeine Urtheile : jener 
behauptet dass jede ZusammenÜASsung von drei Objecten mit 
Einem Objecto vier Objecto ergiebt, — dieser dass die Summe 
j e zweier Zahlen von der Reihenfolge der Summanden unabhän- 
gig ist Allerdings kann es sich in der Naturwissenschaft schein- 
bar ähnlich verhalten: so wenn etwa in der Astronomie die 
EfiPLEB'schen Gesetze aus dem Gravitationsgesetz, oder wenn in 
der mechanischen Wärmetheorie die Gesetze Boylb's und Gat- 
LüssAo's aus allgemeinen Sätzen über die Bewegungen der Mo- 
leküle deducirt werden. Thatsächlich aber verhält sich hier die 
Sache ganz anders: die allgemeineren Sätze werden zwar in der 
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Darstellniig den specieüeren rorangeschickt, yerdanken aber ihre 
Oewissheit aasschliesslich dea letzteren. Unser Wissen um die 
Gesetze Eeplbb's oder Boylis's und Gat-Lüssac's stützt sich nicht 
auf unsere Erkenntniss des Gravitaüonsgesetzes oder der Möle» 
knlarbewegungen, sondern auf die Erfahrung; was wir aber von 
dem Gravitationsgesetz und den Molekularbewegungen wissen, 
findet seinen Grund in eben depjenigen Thatsachen, welche wir 
theilweise in den Gesetzen Kepleb's, Boyle's und Gay-Lussac's 
zusammengefasst haben. In der Arithmetik ist es gerade umge- 
kehrt: die allgemeinen Sätze mit welchen sie anfiLngt sind uns 
unmittelbar, ohne Er&hrungsbeweis, evident; sie werden nicht 
aas den complicirteren Yerhältnissen abstrahirt, sondern diese 
werden aus jenen bewiesen. Man wird vielleicht einwenden^ dass 
doch die ein&chsten arithmetischen Beziehungen dem Einde am 
Rechenbrett, also empirisch, vordemonstrirt werden. Aber daqenige 
was das Eind am Rechenbrett wahrnimmt, kann unmöglich als ein 
ErÜEÜirungsbeweis im Sinne der Naturwissenschaft gelten. Der Natur- 
forscher nimmt ein Gesetz, welches fär eine bestimmte Gruppe von 
Erscheinungen gelten soll, nur dann als bewiesen an^ wenn er 
dasselbe an verschiedenen und verschiedenartigen Gegenständen, 
unter verschiedenen Umständen beobachtet, erprobt hat: wie 
sollte denn die Wahrnehmung der Kügelchen am Bechenbrett 
im Sinne der Naturwissenschaft Sätze beweisen können, welche 
ohne Bedenken auf die allerheterogensten Objecto, auf Atome und 
Planetensysteme, auf Dinge und Ereignisse, auf Empfindungen 
und Begriffe angewendet werden ? Offenbar hat das Bechenbrett 
nicht die Aufgabe die arithmetischen Sätze zu beweisen, sondern 
dieselben zu illustriren; die abstracten Verhältnisse zu veran- 
schaulichen und so dem Yerständniss des Schülers näher zu 
bringen. Die Gewissheit der arithmetischen Sätze, das unbedenk- 
liche Vertrauen womit sie auf alles Bestehende und Gedachte 
angewendet werden, lässt sich dadurch nicht erklären. 

Eine zweite Eigenthümlichkeit der Arithmetik liegt in dem 
Umstände, dass ihre Sätze durchwegs apodictischer Natur 
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sind (15, 35). Während die Naturwissenschaft für ihre aUgemeinen 
Sätze nur eine grössere oder geringere Wahrscheinlichkeit, and 
im besten Falle eine unendliche Annäherung an die rein asser- 
torische Gewissheit in Anspruch nimmt, haftet den arithmetischen 
Sätzen nicht nur volle, sondern auch uothwendige Gfewissheit 
an. Wir behaupten nicht nur dass 2X^ = 4 ist, sondern auch 
dass 2X2 = ^ sein muss; den Satz 2X2 = ^ halten wir 
nicht nur für falsch, sondern für ungereimt; denjenigen der ihn 
au&tellte würden wir nicht dumm oder unwissend, sondern 
wahnsinnig nennen. Was wir mit diesen Unterscheidungen 
eigentlich meinen, und ob wir damit Becht haben, ist hier 
noch nicht die Frage: wir constatiren bloss die Thatsache, 
dass im gegebenen Denken den arithmetischen Urtheilen noth- 
wendige Geltung zugeschrieben wird. Diese Thatsache zu er- 
klären und ihren Inhalt zu verdeutlichen, wird später unsere 
Angabe sein. 

Als eine letzte, die arithmetischen von den physikalischen 
Sätzen unterscheidende Eigenschaft kommt noch die absolute 
Exactheit in Betracht, , welche wir jenen ohne Bedenken zu- 
gestehen. In der Naturwissenschaft ergeben die genauesten Mes- 
sungen doch immer nur approximative Besultate; der mögliche 
Fehler lässt sich durch Verbesserung der Instrumente und durch 
Yerbindung mehrerer Beobachtungen zwar verkleinern, aber nicht 
eliminiren, selbst nicht über gewisse Grenzen hinaus zurück- 
drängen. In der Arithmetik ist es ganz anders : sie bietet absolute 
Genauigkeit, das heisst Genauigkeit bis auf eine beliebige Anzahl 
von Decimalen. Wenn ich eine arithmetische Aufgabe zu lösen 
habe, so kann ich, selbst wenn keine endliche Zahl derselben 
genügt, den Fehler im Besultate so klein machen wie es mir 
selbst beliebt. Die Hindernisse, welche die Mangelhaftigkeit unserer 
Sinnesorgane und Instrumente auf jedem anderen Gebiete dem 
vollkommen exacten Wissen entgegenstellt, scheinen für die Arith- 
metik nicht zu bestehen. 

Die Arithmetik unterscheidet sich demnach mindestens in drei- 
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facher Hinsicht von den Erfahrungswissenschaften. Sie geht von 
allgemeinen Sätzen aas, and fahrt za üeberzeugangen welche 
Nothwendigkeit and vollkommene Exactheit beansprachen ; während 
die Er&hrangswissenschaften von Einzelbeobachtnngen aasgehen, 
and daraas assertorische, bloss approximativ richtige Sätze ablei- 
ten. Dieser specifische Charakter der Arithmetik wäre vollkommen 
begreiflich, wenn sämmtliche Lehrsätze derselben analytische 
ürtheile, and also die ein&chen arithmetischen XJrtheile aasschliess- 
lich Definitionen wären; denn Definitionen sind ihrer Natar nach 
allgemein, and analytische ürtheile sind ihrer Natar nach apodic- 
tisch and exact (28). Wenn dagegen anter den letzten Gründen 
der Arithmetik noch andere alsT definirende ürtheile vorkämen, 
so wäre die Sache weniger klar. Denn entweder könnten diese 
anderen ürtheile synthetische ürtheile apriori sein, and dann 
würde ihre Gewissheit an und für sich eine Erklärung fordern, 
oder aber es könnten synthetische ürtheile aposteriori, also 
Erfahrangsartheile sein, welche als verschwiegene Yoraassetzan- 
gen den ein&chsten arithmetischen Sätzen schon za Grande lägen : 
dann müsste aber erklärt werden, wie aas Beobachtungen, 
welche nur Thatsächliches bieten und immer fehlbar sind, die 
apodictische und vollkommen exacte arithmetische Gewissheit 
entstehen könnte (28). Wir werden damit anfangen zu unter- 
sachen, ob die in den Lehrbüchern vorkommenden Definitionen 
arithmetischer Begriffe zum Aufbau des arithmetischen Wissens 
ausreichen, oder ob daneben noch andere Elementarurtheile 
erfordert seien. 

32. Die ariibmeiiachen Elementarurtheile. In den Lehrbüchern 
wird für gewöhnlich die Zahl als eine Menge von Einheiten, die 
Einheit als ein einzelnes Ding, jede Zahl für sich als die vorher- 
gebende -f* h ^^^ di® Addition als die Zusammenfügung mehrerer 
Zahlen definirt Wir wollen untersuchen ob diese Definitionen 
zum Beweis einer einfachen Additionsformel, wie etwa 7 -j- 4 == H) 
ausreichen« 

9 
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Für gewöhnlich wird dieser Beweis folgendermaassen geführt : 
7-|-4= 7-1-34-1 (nach der Definition von 4) 

= 7 + 2 + 1 + 1 ( , « ^ „3) 

= 7 + l + l + l + l( „ « „ „2) 

= 8 + 1 + 1 + 1 ( ^ , ^ ,8) 

= 9 + 1 + 1 ( « „ « „9) 

= 10 + 1 { y> n n ,,10) 

= 11 ♦ ( „ „ „ „11) 

Es fragt sich ob diesem Beweise, ausser den Definitionen, noch 
andere, verschwiegene Yeraassetzungen zu Grunde liegen. Man 
könnte mit Lbibmiz ^) meinen, es komme als eine solche das 
Axiom in Betracht, nach welchem, wenn man Gleiches für Glei- 
ches substituirt, die Gleichung bestehen bleibt Allein mit Unrecht 
Denn die Bedeutung des Gleichheits- oder Identitätsurtheils A = B 
ist eben diese, dass alle AB und alle BA seien (16), und dass 
demnach von den nämlichen Objecten die Bede ist, wenn von 
allen A, und wenn von allen B gesprochen wird. Wenn idi den 
Begriff 4 als 3 + 1 definüre, so meine ich damit, dass ich alles 
was sich als 3 + 1 erkennen lässt, 4 nennen werde, und umge- 
kehrt, so oft ich das Zeichen 4 gebrauche, damit nichts weiter 
als 3 + 1 bezeichnen will. Daraus folgt aber dass ich von den 
nämlichen Objecten rede, wenn ich von allen Yierzahlen, und 
wenn ich von allen Drei-plus-eins-Zahlen etwas aussage; und 
dass also die Bedeutung eines Satzes sich nicht ändert, wenn ich 
f&r 4 3 + 1, oder für 3 + 1 4 substituire. Die vermuthete neue 
Yoraussetzung ist demnach selbst analytischer Natur, da sie sich 
durch blosse Analyse des Begriffes der Gleichheit b^grQnden 
lässt — Dennoch fimdet sich in der angeführten Beweisführung, 
wie u. A. von Frbob (a. a. 0. 7) bemerkt worden ist, eine bedenk- 
liche Lücka Wenn wir nämlich versuchen dieselbe auf ^e Beihe 
von Syllogismen zurückzuführen (27), so zeigt sich Folgendes. 
Wir haben den Satz 
7+4=7+1+1+1+1 

1) Opera (ed. Erdm^nn) p. 363. 
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dadurch bewiesen, dass wir für ^ 3 + 1, für 3 2 + 1, und für 
2 1 4* 1 sabstitnirt haben ;i eigentlich müsste demnach dieser Satz 
folgenderweise geschrieben werden: 

7 + 4 = 7 + (((l + l) + l) + l) 
Wir haben aber dann die Klammem vernachlässigt, und uns für 
berechtigt gehalten, die verschiedenen Einheiten der Beihe nach 
mit deor 7 zu verbinden, um so zuletzt die Zahl 11 herauszu- 
bekommen. Das heisst also : wir haben einen Uebeigang zu Stande 
gebracht der sich folgenderweise formuliren lässt: 

7 + (((l + l) + l) + l) = (((7 + l) + l) + l) + l; 
und die Möglichkeit dieses üebergangs lässt sich keineswegs aus 
den aufgestellten Definitionen ableiten. — Oder ganz allgemein: 
Um eine beliebige Additionsformel aus den vorliegenden Defini- 
tionen beweisen zu können, muss entweder einmal oder wiederholt 
die allgemeine Voraussetzung angewandt werden: 

a + (b + c) = (a + b) + c, 
welche als das Gesetz der Associativität bezeichnet zu 
werden pflegt. Wenn man diese Yoraussetzung zu Orunde legt, 
kann, wie leicht ersichtlich, jede Formel des Einsundeins in streng 
pgischer Weise bewiesen werden. Und da das Product als die 
Summe gleicher Summanden, die Potenz als das Product gleicher 
Factoren definirt zu werden pflegt, während die Subtractions-, 
Divisions- und Wurzelformeln (soweit dieselben nur positive 
ganze Zahlen betreffen) sich ohne Mühe auf die entsprechenden 
Additions-, Multiplications- und Potenzirungsformeln zurückführen 
lassen, reicht das Associativitätsgesetz aus, sämmÜiche das Gebiet 
der natürlichen Zahlen nicht überschreitenden arithmetischen For- 
meln logisch zu beweisen. Sobald dagegen negative, gebrochene, 
irrationale oder imaginäre Zahlen in die Bechnung hineintreten, 
stösst man auf neue Probleme : denn es ist aus den angestellten 
Definitionen keineswegs einzusehen, was Zahlen wie — 2, i, V^ 2 
oder l^ — 1 eigentiich bedeuten sollten. Dementsprechend beruft 
man sich bei der Einführung derselben gewöhnlich auf Erfah- 
rungsihatsachen (YermOgen und Schuld, theilbare Objecto, Con- 
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tinaa, die Mehrheit der Dimensionen im Räume); wodurch aber 
der analytische Charakter der Arithmetik gefährdet, und eine 
Erklärung der apriorischen Gtewissheit, welche wir derselben bei- 
legen, von vornherein ausgeschlossen zu werden scheint. 

33. Die arithmetischen Eiementarurtheiie : Fortsetzung. Man 

hat vielfach gemeint, der Arithmetik den Charakter einer rein 
analytischen Wissenschaft dadurch sichern zu können, dass maa 
die synthetischen Elemente, welche man glaubte der arithmetischen 
Beweisführung zu Orunde l^gen zu müssen, in die Definitionen 
der arithmetischen Orundb^riffe aufoahm. So schliessen Grass- 
MANN ^) und Hankel (a. a. 0. 37) in die Definition der Summe das 
Associativitätsgesetz, oder doch ein Specialfall desselben, ein, 
indem sie dieselbe als dasjenige Glied der Zahlenreihe bestimmen, 
für welches die Formel: 

a + (b + l) = (a + b) + l 

gilt, und dann die übrigen Eigenschaften der Summe analytisch 
aus dieser Definition ableiten. Für die negativen, gebrochenen, 
irrationalen und imaginären Zahlen wird von Hanksl ein „Princip 
der Permanenz formaler Gesetze" aufgestellt, nach welchem die 
Definitionen derselben so zu wählen seien, dass, wenn zwei in 
allgemeinen Zeichen der gewöhnlichen Arithmetik ausgedrückte 
Formen einander gleich sind, dieselben einander auch gleich 
bleiben, wenn die Zeichen aufhören einfache Grössen zu bezeich- 
nen, und daher auch die Operationen einen irgendwie anderen 
Inhalt bekommen (a. a. 0. 11). So wird beispielsweise eine Zahl 
A = B - C, wenn B <^ C, in der natürlichen Zahlenreihe nicht zu 
finden sein; das Zeichen B-C hat demnach keinen Sinn, und 
wir sind frei demselben nach Belieben einen solchen beizul^en ; 
diesen bestimmen wir nun so, dass sämmtliche Segeln welche für 
die Operationen mit B-C gelten wenn B^C, auch für den 
vorliegenden Fall ihre Gültigkeit behalten, dass also etwa die Gesetze : 



i) Lehrbuch der Mathematik, I. Stettin 1860, S. 4. 
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(B-C)+ß'.C') = (B + B')-(C + C') 
(B-C)A = BA-CA 
für beliebige Werthe von B und C gelten. Es werden also 
die Begeln für die Operationen nicht aus den Begriffon dieser 
Operationen abgeleitet; sondern umgekehrt, der Sinn der Opera- 
tionen wird nach den für dieselben geltenden B^ln bestimmt; 
und diese Bestimmungen sind nichts weiter als ,,arbiträre Con- 
Tentionen zu Gunsten der Erhaltung des Formallsmus im Calcül" 
(a. a. 0. 41). 

Es ist klar, dass sich aus den in dieser Weise festgestellten 
Definitionen ein System von Sätzen entwickeln Hesse, welche den 
in unserer Arithmetik aufgestellten Sätzen genau entsprächen, 
und dennoch rein analytischer Natur wären. Es ist aber ebenso 
klar, dass dieselben, wie auch von Hankel zugestanden wird 
(a. a. 0. 12), eine durchaus neue Wissenschaft bilden würden, 
und die Gewissheit der thatsächlich bestehenden Arithmetik nicht 
um ein Haar verständlicher zu machen vermöchten. Denn diese 
thatsächlich bestehende Arithmetik tritt mit ilem Anspruch auf^ 
für aUes Mögliche welches Object des Denkens werden kann zu 
gelten: von jener neuen, auf arbiträre Definitionen aufgebauten 
Wissenschaft müsste aber erst noch bewiesen werden, dass sie 
für alles Mögliche gelte. Bis so lange wäre sie eine blosse Geis- 
tesgymnastik, ein Spielen mit Begriffen ohne jede thatsächliche 
Bedeutung. Sie könnte nur sagen: sofern sich verschiedene 
Gegenstände solcherweise mit einander verbinden lassen dass die 

Formel 

f{a,f(b,l)} = f{f(a,b),l} 

gilt, gelten für diese Art der Verbindung auch die übrigen 
Begeln der Addition; ob es aber Gegenstände giebt welche sich 
in dieser Weise mit einander verbinden lassen, könnte nur die 
Eifahrung lehren. Dass insbesondere diejenigen Eigenschaften 
verschiedener Erscheinungsgruppen, welche wir die Zahl der- 
selben nennen, wenn wir sie in derjenigen Weise verbinden, 
welche wir als Addition bezeichnen, ein Resultat ergeben müssen. 
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welches der au^estellten Formel genügt, wäre keineswegs er- 
wiesen. Die der bestehenden Arithmetik zu Oninde liegende 
unerschütterliche üeberzeugung dass dem so ist, und dass folg- 
lich alle zählbaren Gegenstände sich nothwendig den arithme- 
tischen Gesetzen fügen müssen, bliebe demnach unerklärt 

Es muss also, vorläufig wenigstens, dabei bleiben, dass die 
arithmetische Gewissheit sich aus den arithmetischen Begriffen 
nicht Tollständig erklären lässt; sondern dass dazu gewisse Vor- 
aussetzungen mit zu Grunde gelegt werden müssen, welche weder 
Definitionen, noch auch, soweit wir jetzt sehen können, analy- 
tische ürtheile sind. Ich sage: soweit wir jetzt sehen können; 
denn es wäre denkbar, dass der wahre Inhalt der arithmetischen 
Begriffe in den vorliegenden Definitionen nicht richtig oder nicht 
erschöpfend zum Ausdruck käme. Man wird vielleicht einwenden, 
dass doch das Definiren Sache der Willkür sei, und dass dem- 
nach die Begriffe „richtig" oder „unrichtig" auf Definitionen nicht 
anwendbar seien (27). Das ist auch, sofern es sich um die be- 
wusste Einführung neuer Begriffe handelt, vollkommen wahr: es 
gilt aber nicht für die nachträgliche Definition bereits bestehender 
und verwendeter Begriffe. Denn hier ist die Frage nicht, frei zu 
bestimmen welche Bedeutung man ii^nd einem Worte beilegen 
will, sondern durch Beobachtung des eigenen Denkens zu ent- 
decken, welche Bedeutung man demselben thatsächlich bisher 
ohne sich je genaue Rechenschaft davon abzulegen, beigelegt hat. 
Und diese Beobachtung des eigenen Denkens ist keineswegs un- 
fehlbar. Man versuche es nur, durch einfaches Sichbesinnen fest- 
zustellen, was man eigentlich unter irgend einem complicirteren 
Begriff den man täglich mit vollster Sicherheit anwendet, versteht : 
fast immer wird die nähere Untersuchung lehren, dass sich die 
aufgestellte Definition keineswegs mit der thatsächlichen Anwen- 
dung deckt Ganz besonders aber bei solchen Begriffen wie den- 
jenigen der Arithmetik, welche uns niemals theoretisch erklärt 
worden sind, sondern welche wir in frühester Jugend &st mecha- 
nisch zu gebrauchen gelernt haben, kann es äusserst schwierig 
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sein, über den etgenflichen Sinn, in welchem wir diese Begriffe 
verwenden, zu voller Klarheit za gelangen. So oft wir in concreto 
mit denselben arbeiten, ist uns die logische Berechtigung unseres 
Ter£ahrens vollkommen evident; wenn wir aber- in abstracto 
diese Evidenz begründen wollen, sehen wir nur dasjenige was 
an der Oberfläche des Denkens zu sehen ist, und lassen die 
tieferen, im Halbbewussten verborgenen Orundlagen desselben 
unbeachtet So könnte es sich auch hier verhalten. Wir dürfen 
demnach die vorliegenden Definitionen arithmetischer Begriffe 
nicht unbedenklich als den richtigen und erschöpfenden Ausdruck 
fär den wesentlichen Inhalt derselben acceptiren; sondern wir 
müssen, ehe wir über den analytischen oder synthetischen Cha- 
rakter der arithmetischen Sätze ein bestimmtes XJrtheil aussprechen, 
durch Beconstruction der Denkprocesse, welche zur Auüstellung 
der arithmetischen Begriffe geführt haben, die eigentliche Bedeu- 
tung derselben genau und erschöpfend festzustellen versuchen. 
Vorher wollen wir aber untersuchen, ob sich nicht die Thatsachen 
des arithmetischen Denkens (wie weitverbreitete Theorien es be- 
haupten) auf andere Thatsachen des Denkens zurückführen, und 
dadurch erklären lassen. 



Die Erklärung der Thatsachen, 

34. Die empiristische Theorie. Nach Mill ist die Arithmetik 
eine empifiische Naturwissenschaft, beziehen sich ihre Gesetze auf 
gegebene, wahrnehmbare, physikalische Thatsachen.. „All numbers 
must be numbers of something; there are no such thingsas num- 
bers in the abstract Ten must mean ten bodies, or ten sounds, 
or ten beatings of the pulse." Das Merkwürdige bei den Zahlen 
sei nicht dass sie sich auf nichts Gegebenes, sondern vielmehr 
dass sie sich auf alles Gegebene beziehen. Eben daraus sei es 
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ZU erklären, dass man sich bei den Zahlen michts Bestimmtes 
vorstellt, und demzufolge glaubt denselben eine von allem Yor- 
stellbaren unabhängige Existenz zuerkennen zu müssen. Aehnliches 
komme aber überall vor, wo durch öftere Wiederholung diePro- 
cesse des Denkens mechanisch zu verlaufen angefangen haben, 
und demnach die Vorstellung der Symbole, ohne Unterstützung 
durch die Yorstellung der Gegenstände, zur Erreichung des Denk- 
zweckes ausreicht. Sobald man aber sich darauf besinne, was 
denn eigentlich diesen Processen ihre Beweiskraft sichere, sei man 
immer wieder genöthigt auf die Dinge, welche durch die Symbole 
bezeichnet werden, zurückzugehen (a. a. 0. L 293— 295). 

Wie die arithmetischen Begriffe, so beziehen sich nach Mill 
auch die arithmetischen Urtheile auf gegebene üiatsachen. 
Selbst ein so einfacher Satz wie 3 = 2-1-1 sei keineswegs als 
eine blosse Worterklärung, als eine Definition der 3, aufzufassen : 
es komme in demselben die physikalische Thatsache zum Aus- 
druck, „that coUections of objects exist, which while they impress 
the senses thus, %*, may be separated into two parts, thus ^^ ^." , 
Dass dem so sei, lehre uns aber ausschliesslich die Erfahrung. 
„Three pebbles in two separate parcels, and three pebbles in one 
parcel, do not make the same impression on cur senses; and the 
assertion that the very same pebbles may by an alteration of 
place and arrangement be made to produce either the one set 
of sensations or the other, though a very familiär proposition, is 
not an identical one. It is a truth known to us by early and 
constant experience: an inductive truth; and such truths are the 
foundation of the science of Number*' (a. a. 0. 1. 295 — 296). 

Zur Kritik der empiristischen Theorie der Arithmetik «kann theil- 
weise auf daqenige zurückverwiesen werden, was früher zur 
Kritik der empiristischen Theorie der Logik angeführt wurde (22). 
Denn hier ebensowenig wie dort reicht diese Theorie aus, den 
specifischen Charakter der vorliegenden Thatsachen, also die All- 
gemeinheit, Apodicticität und Exactheit des arithmetischen Wis- 
sens (31), zu erklären; und zwar lässt sich dies hier noch 
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etwas leichter beweisen als dort. Denn es ist doch klar, dass die 
von Mnji als die eigentlichen IJntersnchungsobjecte der Arithmetik 
bezeichneten ^physikalischen Thatsachen" bei Weitem nicht so 
allgemein yorkommen, dass sie unsere felsenfeste Ueberzeugang, 
die Arithmetik müsse für alles Denkbare gelten, auch nur als 
möglich erklären könnten. Im günstigsten Falle wären es doch 
immer nur die materiellen Dinge, welche in der von Mjll ange* 
deuteten Weise durch verschiedenartige Anordnung verschiedene 
sinnliche Eindrücke hervorzubringen vermöchten: die nämlichen 
drei Ereignisse, oder drei Begriffe, oder drei Relationen können 
wir doch nicht das eine Mal so, das andere Mal anders geordnet 
wahrnehmen. Dennoch nehmen wir keinen Anstand, den Satz 
3 = 2 -{- 1 auch für drei Olockenschläge, drei Begierungsformen, 
oder drei Werthe der Unbekannten in einer Gleichung gelten zu 
lassen. Aber auch drei Fixsterne, drei Flüsse, drei Häuser haben 
sich niemals zuerst nach dem Schema \*, sodann nach dem 
Schema ^^ ,^, unserer Beobachtung dargeboten: dennoch wird 
Niemand es unrichtig nennen, wenn wir dieselben auch einmal 
als 2 -f 1 Fixsterne, Flüsse oder Häuser zu bezeichnen für gut 
finden. Nun ist es zwar leicht, hier von inductiver Verallgemeine- 
rung zu sprechen : es wäre aber doch auffallend dass die Wissen- 
schaft, welche überall sonst eine bei bestimmten Objecten beob- 
achtete Erscheinung nur für die bestimmte Gattung welcher diese 
Objecto angehören zum Gesetz erhebt, hier auf einmal dieser 
Begel untreu geworden wäre, und Sätze welche nur für eine 
engbegrenzte Gruppe von Objecten sich verificiren lassen, unbe- 
denklich, und zwar mit apodictischer Gewissheit, auf alle mög- 
lichen Objecto anzuwenden sich getraute. Wir müssten doch, 
so scheint es, etwas davon bemerken, dass die Gewissheit der 
arithmetischen Gesetze eine geringere wäre fär Fixsterne als fär 
Planeten, für Häuser als für Bausteine, fär Flüsse als für Was- 
sertropfen, — sowie wir zweifellos bemerken, dass die Gewissheit 
des Gravitationsgesetzes eine geringere ist für Atome und Mole- 
küle, wo wir dasselbe nicht haben verificiren können, als für 
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Himmelskörper (22). — Es wird Tielleicht der Eine oder der 
Andere meinen, in allen Fällen, wo die arithmetischen Gesetze 
sich nicht dnrch directe Beobachtung verificiren lassen, sei es 
doch möglich, die Aufmerksamkeit zuerst allen drei Objecten 
zusammen, sodann zweien derselben und dem dritten getrennt 
zuzuwenden; und eben auf diese Möglichkeit beziehen sich die 
arithmetischen Gesetze. Durch diese Bemerkung würde man sich 
zweifellos dem richtigen Standpunkte nähern: aber ebensogewiss 
hätte man damit dem Standpunkte Mill's den Bücken gewendet 
Denn damit wäre anerkannt, dass die arithmetischen Gesetze es 
nicht mit verschiedenen physikalischen Thatsachen, sondern mit 
verschiedenen subjectiven Betrachtungsweisen einer nämli<dien 
Thatsache zu thun haben ; während eben in der Behauptung, dass 
die arithmetischen GFesetze Naturgesetze seien und als solche auf 
gegebene objective Erscheinungen sich beziehen, der Schwerpunkt 
der Mnx'schen Anschauung gesucht werden muss. 

Zu ähnlichen Bemerkungen wie die Allgemeinheit und Apodic- 
ticität der arithmetischen Urtheile, giebt auch die denselben an- 
haftende absolute Genauigkeit Yeranlassung. Die physika- 
lischen Thatsachen, aus denen nach Mill die arithmetischen 
Gesetze abstrahirt sein sollen, sind nicht nur nicht allgemein, 
sondern auch nicht exact Denn erstens ist schon die Mangelhaf- 
tigkeit unserer Sinnesorgane und Instrumente Ursache, dass die 
Ergebnisse der sinnlichen Wahrnehmung niemals^ und demnach 
auch hier nicht, vollkommene Exactheit beanspruchen können. 
Wer auf einer geraden Linie hundert Stücke von je 1 cM. ab- 
misst, wird wahrscheinlich finden dass die GesammÜänge der ab- 
gemessenen Strecke entweder mehr oder weniger als 1 M. betragt ; 
wer von 100 Pfund einer Waare hundertmal ein Pfund abwiegt, 
wird entweder nicht auskommen oder etwas übrig behalten. Aber 
auch wenn wir von diesen Beobachtungsfehlern absehen, sind 
die Naturerscheinungen keineswegs immer darauf angelegt, die 
exacte Geltung der arithmetischen Gesetze in dem Sinne Mill's 
zu bestätigen. Der ^sinnliche Eindruck", den die Beobachtung 
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einer Mischung von 1 L. Alcohol und 1 L. Wasser in uns erzeugt, 
entspricht keineswegs dem sinnlichen Eindruck den wir der 
Beobachtung einer Mischung von 1 L. Wasser mit noch 1 L. 
Wasser verdanken: die Summe von 1 uns 1 wäre demnach nicht 
immer = 2. Selbst dem scheinbar identischen Satze 1 = 1 dürfte 
keine yollkommen exacte GFeltung zageschrieben werden; denn 
wenn wir ein Object zweimal beobachten, kann sich zwischen den 
beiden Beobachtungen in demselben etwas geändert haben. — 
MiLL hat diese Schwierigkeiten dadurch zu lösen versucht, dass 
er den arithmetischen Sätzen nur hypothetische, durch die Gleich- 
heit der Einheiten (und wohl auch durch die Abwesenheit stö- 
render Umstände) bedingte Geltung zuerkannte (a. a. 0. L 297). 
Aber er hat nicht erklärt warum wir, wenn spätere BeobachtuDg 
die Ergebnisse unserer Rechnung nicht vollkommen genau be- 
stätigt, sofort und ohne den Schatten eines Zweifels Beobachtangs- 
fehler oder Yeränderungen in dem Objecto der Untersuchung für 
diese Abweichung verantwortlich machen, und an die Möglichkeit 
dass die arithmetischen Gesetze eine Ausnahme erleiden sollten, 
selbst nicht denken. Die empirische Naturwissenschaft macht es 
anders. Allerdings wird auch sie, wenn einmal die Beobachtung 
nicht zur Theorie passt, an erster Stelle untersuchen ob nicht 
störende Umstände ober Beobachtungsfehler die Abweichung er- 
klären können: aber keineswegs wird sie von vornherein die 
Möglichkeit ausschliessen, dass die Theorie selbst der Correctur 
bedürfen sollte. Selbst einer so durchsichtigen und allseitig bestä- 
tigten Theorie wie deijenigen der Gravitation gegenüber haben 
Forscher wie Newton, Euleei, Gauss es nicht unterlassen, auf 
diese Möglichkeit Bücksicht zu nehmen. Nur den mathematischen 
Gesetzen gegenüber erhebt sich niemals der Schatten eines Zwei- 
fels ; nur hiw werden immer wieder die Thatsachen an der Theorie, 
und wird niemals die Theorie an den Thatsachen gemessen. Wenn die 
mathematischen Gesetze blosse Abstractionen aus der Wirklichkeit 
wären, so liesse sich die Ausnahmestellung welche dieselben den 
anderen Naturgesetzen gegenüber einnehmen, wohl kaum erklären. 
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Es kommen zuletzt noch einige andere Thatsachen des Denkens 
in Betracht, welche der MiLL'schen Auffassung aufis Bestimmteste 
zu widersprechen scheinen. — Wenn in der Tbat die Arithmetik, 
wie Hill behauptet, nur die Wissenschaft von den verschiedenen 
möglichen Oruppirungen gegebener Objecto ist, so muss es son- 
derbar erscheinen, dass sie nicht auch für solche Qruppirungen, 
welche keine Trennung oder Verbindung zu Stande bringen, sich 
Ausdrücke geschaffen hat. Sämmtliche drei Gegenstände, meint 
MiLL, lassen sich entweder so: %*, oder so: ^^ ^ ordnen; und 
eben diese Thatsache soll der arithmetische Satz 3 = 2 -|- 1 zum 
Ausdruck bringen. Nun lassen sich aber drei Gegenstände auch 
ohne Trennung verschiedenartig ordnen, etwa so: \* und so: 
4, 4, 4, ; und auch von diesen Anordnungen gilt der Satz „that they 
do not make the same impression on cur senses." Es ist von 
dem Standpunkte Mill's durchaus nicht einzusehen, warum die 
Arithmetik diese Thatsache ignoriren sollte; vielmehr wäre zu 
erwarten gewesen, dass sie jene beiden möglichen Anordnungen 
durch verschiedene Zeichen (etwa 3 und 3') angedeutet, und 
sodann den Satz 3 = 3' in ihre Lehrbücher aufgenommen hätte. 
Dennoch hat sie etwas Derartiges niemals gethan, und fühlt auch 
ein Jeder gleichsam instinctiv, dass solche Sätze in die Arithmetik 
nicht hingehören. Diese Thatsachen verdienen im höchsten Grade 
unsere Aufmerksamkeit Denn wo das gegebene Denken mit Be- 
griffen operirt, über deren Inhalt es keine klare Rechenschaft ab- 
zulegen vermag, lassen sich Hypothesen über diesen Inhalt nur 
durch den Nachweis, dass sie zur Erklärung des gegebenen 
Denkens ausreichen, begründen. Wenn also Consequenzen, welche 
sich aus der MiLL'schen Auffassung der arithmetischen Begri|Fe 
mit Nothwendigkeit ergeben, vom gegebenen Denken aufe Bestimm- 
teste abgelehnt werden, so hat dieses Resultat die volle Bedeutung 
eines erkenntnisstheoretischen, die Unrichtigkeit jener Auffassung 
beweisenden, Experiments. — Wenn demnach durch verschiedene 
Gruppirung gegebener Objecto verschiedenartige sinnliche Ein- 
drücke erzielt werden können, welche in der Arithmetik nicht 
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zum Aasdruck kommen, so haben wir umgekehrt gefanden dass 
in denjenigen Fällen, wo die gegebenen Objecto keine verschiedene 
Gruppirnng zulassen, dennoch die arithmetischen Sätze mit voll- 
ster Gtewissheit angewendet werden. Und denken wir uns schliess- 
lich eine Welt, in' welcher alles vollkommen unbeweglich wäre, 
und demnach die verschiedenen sinnlichen Eindrücke Mill's ein 
für allemal ausgeschlossen wären, so erscheint es uns dennoch 
selbstverständlich, dass Mr eine solche Welt die arithmetischen 
Gesetze ihre volle und ausnahmslose Geltung behalten müssten. — 
Die hier erörterten Thatsachen ;des Denkens, welche ein Jeder 
durch einfache Selbstbeobachtung controliren kann, beweisen zur 
Genüge, wie lose die Yerbinding zwischen der MiLL'schen Theorie 
und den gegebenen Thatsachen ist. In der That scheint er sich 
weniger die Au%abe gestellt zu haben, zu untersuchen was wir 
thatsächlich mit den arithmethischen B^iffen meinen, als viel- 
mehr diese, zu untersuchen was wir mit diesen Begriffen meinen 
müssen, wenn die Arithmetik eine empirische Natur- 
wissenschaft sein soll. Letzteres darf aber nicht voraus- 
gesetzt, sondern müsste eben bewiesen werden. Der Fehler Mill^s 
besteht darin, dass er, indem er von dem berechtigten Postulate 
ausgeht, alles Wissen um Gegebenes müsse in diesem Gegebenen 
begründet sein (S), aus diesem Postulate heraus die 
Wissenschaft construirt, statt sie zu nehmen so wie sie 
ist^ und dann zu versuchen sie dem Postulate unterzuordnen. In 
genau derselben Weise versuchte etwa Descabtbs, aus dem Pos- 
tulate der mechanischen Weltaufiassung heraus die Welt zucon- 
stmiren; während die spätere Naturwissenschaft gelernt hat, zuerst 
die Erscheinungen, so wie sie vorliegen, möglichst genau zu 
studiren, und dann zu fragen, wie sie sich mit dem Postulate 
in Einklang bringen lassen. In dem einen sowie in dem anderen 
Falle war es die ITnterschätzung der unendlichen Complication 
des Gegebenen, welche die Forscher irreführte. Es scheint so 
leicht, wenn man die allgemeinen Bedingungen für die Denk- 
barkeit einer Gruppe von Erscheinungen kennt, nach einem raschen 
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Blicke auf die Erscheiningen selbst, zu entscheiden, wie dieselben 
weiterhin beschaffen sein müssen um diesen Bedingungen zu 
genügen: immer wieder beweist aber die nähere Untersuchung 
dass die Wirklichkeit reicher ist als wir ahnten, und in einer 
ganz anderen Weise als derjenigen welche wir als die einzig 
mögliche aufgestellt hatten, jenen Bedingungen zu genügen weiss. 
Durch solche Erfahrungen hat die Naturwissenschaft Beepect für 
die Thatsachen gelernt; die jüngere Erkenntnisstheorie braucht 
sich nicht zu schämen bei ihr zur Schule zu gehen. Aber son- 
derbar genug: gerade diejenigen Erkenntnisstheoretiker, welche 
alles und jedes Wissen für empirisch entstanden ansehen, halten 
es nicht für nOthig, diese ihre eigene Behauptung an dem g^benen 
Wissen zu verificiren. Wie leicht Mill und die Seinigen es mit 
ihren „Beweisen" nehmen, möge folgendes, von Mnx beißllig 
angeführte Citat aus der anonymen Schrift „Essays, by a Bar- 
rister", klarlegen. „Gonsider this case. There is a world in which, 
whenever two pairs of thiDgs are either placed in proximity or 
are contemplated together, a fifth thing is immediately created 
and brought within the contemplation of the mind engaged in 
putting two and two together. This is surely neither inconcei- 
yable, for we can readily conceive the result by thinking of 
common puzzle tricks, nor can it be said to be beyond the power of 
Omnipotence. Tet in such a world surely two and two would 
make five. That is, the result to the mind of contemplating two 
two's would be to count five. This shows that it is notincon- 
ceivable that two and two might make five." (Jnd Mill sagt 
noch einmal, dass hier „it is ingeniously shown, that the 

reverse of the most familiär principles of arithmetic might 

have been conoeivable, even to our present mental £aculties, if 
those faculties had coexisted with a totally different Constitution 
of external nature" ^). Nun bitte ich aber den Leser zu überlegen, 
was hiemit eigentlich „bewiesen" ist. Doch wohl nichts weiter 
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als daas, wenn die empiristisohe Theorie Recht hat, wenn also 
wirklich die arithmetischen Gesetze nar auf Abstractionen aas 
gegebenen sinnlichen Eindrücken sich beziehen, die Sache sich 
solcherweise verhalten muss. Ob aber jene Yoranssetzung erfüllt 
ist, und ob demnach diese Folgerang zutrifft, das bleibt yoU- 
kommen problematisch, so lange wir in einer Welt wie der vom 
Yerfasser der „Essays" fingirten, keinen Zatritt haben. Yersuchen 
wir ans aber in eine solche Weit hineinzudenken, und also 
darch ein Selbstexperiment zu entscheiden wie wir uns in der- 
selben verhalten wurden, so finden wir, dass wir wahrscheinlich 
genau so verfahren würden wie wir in unserer Welt verfahren, 
wenn die arithmetischen Oesetze scheinbare Ausnahmen erleiden : 
wir würden die arithmetischen Oesetze handhaben, und das Auf- 
treten ^es fünften Körpers, so oft deren vier zusammenkommen, 
als ein physisches Problem betrachten. Denken wir uns dagegen 
in eine Welt hinein, wo etwa das Gravitationsgesetz, das Gesetz 
der geradlinigen Bewegung der Lichtstrahlen oder ein anderes 
empirisches Naturgesetz nicht mehr gelten sollte, so finden wir^ 
dass wir ein&ch andere Gesetze an die Stelle derselben würden 
treten lassen. Der von Mill hervorgehobene Fall, soweit derselbe 
etwas beweisen kann, kehrt sich demnach gegen seine eigene 
Theorie. 

35. Geometrische und chronometrische Theorien. Genau so 

wie die logische (28), haben manche Forscher auch die arithme- 
tische Gewissheit auf geometrische Grundüberzeugun- 
gen zurückzuführen versucht. So behauptet Eboman, „die Arith- 
metik (sei) ebenso wie die Geometrie in letzter Instanz eine Lehre 
von Baumbildem". „Um zu beweisen, dass nicht nur 2 4-3 = 
3 -{- 2, sondern dass überhaupt a -f* ^ = ^ 4" <^ ^^ denkt man 
sich z. B. eine ausserordentlich lange Gerade mit einem Anfangs- 
punkte 0, einer Marke für einen bestimmten Abstand a von 
diesen und einer anderen für den bestimmten Abstand a-^-b. 
Dadurch dass man diese Marken auf der Gtoraden gleiten lässt, 
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vergewissert man sich dann, dass a -{- b "= ^ -f ^ ^^ welche Grös- 
<Ben a und b man auch annehmen möge" (a.a.O. 105, 112). 

Die Motive für diese AufiEässang lassen sich unschwer erraihen. 
Die gewöhnliche Auffiissung, nach welcher die „Einheiten" der 
Arithmetik beliebige Dinge sein sollten, bietet schon bei der Be- 
handlung der natürlichen Zahlen Schwierigkeiten, welche bei jeder 
Erweiterung des Zahlengebietes sich deutlicher erkennen lassen. 
Den arithmetischen Einheiten wird vollkommene Gleichheit zuge- 
schrieben; thatsächlich ist aber ein Ding dem anderen niemals 
vollkommen gleich ; und die Dinge auf welche die arithmetiRchen 
Gesetze angewandt werden, können einander selbst sehr ungleich 
sein. Was aber negative, gebrochene, irrationale oder ima^äre 
Dinge bedeuten sollten, ist vollends nicht einzusehen. — Nun 
giebt es aber wenigstens Eine Klasse von Objecten, wo diese 
Schwierigkeiten hin wegfallen : nämlich gleiche Abschnitte einer 
Abscissenaxe. Denn hier haben wir nicht nur unsere vollkommen 
gleichen Einheiten, sondern es lassen sich auch die negativen, 
gebrochenen, irrationalen, und (wenn wir eine zweite Axe hin- 
zunehmen) die imaginären Einheiten ohne Mtihe unterbringen. 
So lag es denn nahe, diese gleichen Abschnitte einer Abscissen- 
axe als die typischen, eigentlichen und wahren Einheiten zu be- 
trachten, an welchen die arithmetischen Sätze bewiesen, und von 
welchen sie auf andere Gegenstände übertragen werden müssen. 

Dass aber in dieser Weise die vorliegenden Probleme nicht 
wirklich gelöst werden, biaucht wohl kaum ausführlich nachgewiesen 
zu werden. Es ist nun einmal Thatsache, dass im gegebenen Denken 
die arithmetischen Sätze nicht bloss auf gleiche Abscissenab- 
schnitte, sondern auf alles Mögliche angewandt werden: und 
wenn man auch Jenes aus der räumlichen Anschauung erklären 
könnte^ so wäre doch Dieses damit noch keineswegs erklärt Es 
nützt auch nichts, von einer Uebertragung der arithmetischen 
Gewissheit von den geometrischen auf andere Gegenstände zu 
sprechen : denn es bliebe eben die Frage, wie wir zu dieser ueber- 
tragung gelangen. Wenn in der That die Bedingungen für die 
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Gteltang der arithmetischen Gesetze nur bei Abscissenabschnitten 
verwirklicht sind, so hat es doch offenbar keinen Sinn, diese Ge- 
setze auch auf andere Gegenstände, bei denen diese Bedingungen 
fehlen, zu übertragen. Mit gleichem Rechte, so scheint es, könnte 
auch etwa die Eindimensionalität, mitsammt ihren CoroUarien, 
von den Abscissenabschnitten auf sämmtliche andere Objecto „über- 
tragen" werden! Offenbar bringt uns die geometrische Theorie 
zur Erklärung der Thatsachen des arithmetischen Denkens um 
keinen einzigen Schritt weiter. 

Aehnliches muss, und zwar aus den nämlichen Gründen, von 
den chronometrischen Theorien der Arithmetik gel- 
ten, nach welchen die Zeit der eigentliche Gegenstand des arith- 
metischen ^Wissens wäre. Auch für diese Auffassung lassen sich 
die MotiTO leicht angeben. Denn ersten haben gleiche und sich 
unmittelbar succedirende Zeitabschnitte die nämlichen Eigen- 
schaften, durch welche gleiche Abscissenabschnitte sich so vor^ 
zfiglich zu Yertretern der arithmetischen Einheiten eignen; und 
zweitens findet die arithmetische Grundoperation, das Zählen, 
nothwendig in der Zeit statt Drittens aber musste die Analogie 
welche einerseits zwischen Baum und Zeit, andererseits zwischen 
Geometrie und Arithmetik besteht, nothwendig zur 7ermuthung 
führen, dass sowie jene die Wissenschaft vom Baume, diese die 
Wissenschaft von der Zeit wäre; umsomehr da die Zeit eine 
eindimensionale Grosse ist, und Eine Dimension, wie wir gesehen 
haben, zur bildlichen Darstellung arithmetischer Yerhältnisse ge- 
nügt Dass sich aber diese Analogie nicht durchführen lässt, dass 
die Arithmetik nicht in dem nämlichen Sinne Zeitmessung ist 
wie die Geometrie Baummessung, erhellt aus der einfachen Er- 
wägung, dass, wenn auch das Zählen wie jeder Denkprocess Zeit 
erfordert, es dennoch im unregelmässigsten Tempo erfolgen kann, 
ohne seine Bedeutung zu verlieren. Uebrigens bliebe auch für 
die chronometrische Theorie die üebertragung der arithmetischen 
Eigenschaften auf die gesammte Wirklichkeit ein ungelöstes Problem. 

Allerdings könnte eine Bemerkung Hslmholtz', nach welcher 

iO 
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^wir uns nicht wundern dflrfen, wenn die Axiome der Addition 
sich im Natnrlaufe bewahrheiten, da wir als Addition nur solche 
physische Yerknüpfungen anerkennen, die den Axiomen der Ad- 
dition graüg^i" (a. a. 0. 45), dahin ausgelegt werden,* dass das 
ganze Problem nur ein Product leerer Einbildung sei. Man könnte 
meinen, wenn etwa die Mischung gleicher Yolumen Wasser und 
Alcohol weniger als das doppelte Yolum ergiebt, so finde doch 
diese Thatsache, aller Arithmetik ungeachtet, volle Anerkennung; 
es werde also der Satz 1 -f 1 = 2 nur dann auf die Wirklich- 
keit angew^det, wenn wir uns zuerst davon überzeugt haben 
dass die Wirklichkeit demselben entspricht So einfach verhalt 
sich aber die Sache doch nicht Denn die arithmetischen Gesetze 
beziehen sich zunächst nicht auf veränderliche Grössen während 
der Veränderung; sie behaupten nicht dass was jetzt l-{-l ist, 
auch später, unter anderen Umständen, 2 sein müsse; sondern 
sie behaupten nur dass sämmüiche Gruppen von Objecten, welche 
sich dem arithmetischen Begri£Ee vor dem Gleichheitszeichen unter- 
ordnen, sich gleichzeitig auch dem arithmetischen B^riffe 
hinter dem Gleichheitszeichen unterordnen müssen. Für diese 
B^auptung beansprucht die Arithmetik aber allgemeine, unbe- 
dingte, von aller äusseren Erfahrung unabhängige Geltung; wäh- 
rend sie die Frage, ob das Resultat einer physisdien Verknüpfung 
sich dem nämlichen arithmetischen Begriffe unterordnet wie die 
zu verknüpfenden Grössen, unbedenklich der Erfahrung überlässt 
Das Problem welches wir in jenem Anspruch gefunden haben, 
wird also durch die (an sich unzweifelbar richtige) Bemerkung 
Helmholtz' nicht gelöst 

36. Die Grundlage der Arithmetik: da8 Zäbien. Wir wollen 

jetzt versuchen die Denkprocesse, welche das Indinduum, und 
soweit wir sehen können auch die Menschheit, zur Au&teilung 
der arithmetischen Sätze fuhren oder geführt haben, zu recon- 
struiren, um dadurch über die Bedeutung, welche den arithmetischen 
B^rifFen im gegebenen Denken zukommt, uns näher zu unterrichten. 
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Der Anfang alles Rechnens ist jedenfalls das Zählen. Was 
ist nun eigentlich dieses Zählen ? Fragen wir noch etwas genauer : 
in welcher Weise wird dem Kinde die Kunst des Zählens und 
die Erkenntniss der Zahlen beigebracht? Bekanntlich werden 
dem Kinde einige Gegenstände vorgel^; Yon dem unterrich- 
tenden wird der Reihe nach auf jeden derselben hingewiesen, 
und werden dabei die Laute ^eins", ^zwei", ^drei'' u. s. w. aus- 
gesprochen. Durch die endlose Wiederholung dieses Spieles er- 
reicht man ein doppeltes Resultat: erstens werden diese Laute 
in dieser bestimmten Reihenfolge bald von dem Kinde auswendig 
behalten, zweitens lernt es dieselben in der bezeichneten Weise, 
indem es vorliegende Objecto successive mitjednem dieser Laute 
zusammen denkt, anzuwenden. Wird nun für einen bestimmten 
Fall das Ergebniss dieses Processes von dem unterrichtenden in 
dem Satze: dies sind fftnf SteincheU; zusammengefiasst, so kann 
das Kind sich dabei offenbar nichts anderes denken als: diese 
Steinchen lassen sich mit den Lauten eins bis fänf in der be- 
zeichneten Weise ohne üeberschuss zusammenfassen. — Oesetzt 
nun dass das Kind es zeitlebens nicht weiter als bis zu dieser 
Anwendung der Zahlwörter brächte (was bei wilden Yölkem und 
Ungebildeten viel&ch vorkommt), welchen Nutzen würde es dann 
daraus ziehen können? Offenbar ist es an sich wenig interessant 
zu wissen, dass sich bestimmte vorliegende Objecto mit den Lauten 
eins, zwei, drei u. s. w. paarweise und ohne üeberschuss im Den- 
ken zusammenfassen lassen. Aber es kann Einem sehr interessant 
sein zu wissen, ob sich bestimmte vorliegende Objecten mit 
bestimmten anderen Objecten in dieser Weise zusammen- 
fassen lassen. Gesetzt ich besitze einige Geldstücke, brauche davon 
jeden Tag Eines, und erwarte erst mit Anfang des nächsten Monats 
neue Zufuhr : so ist es mir sehr interessant zu wissen, ob ich für 
jeden kommenden Tag des laufenden Monats ein Geldstück habe 
oder nicht Davon kann ich mich überzeugen, indem ich die Tage 
und die Geldstücke paarweise im Denken zusammenfasse; also 
etwa, wenn jetzt Donnerstag ist, zähle : Frdtag, Sonnabend, Sonn- 
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tag, Montag u. s. w., jedesmal ein Geldstück auf den Tisch lege, 
und sehe ob ich auskomme. — Nun kann ich aber, wenn ich 
wissen will ob sich zwei Oruppen von Objecten in der bezeich- 
neten Weise ohne Ueberschuss paarweise zusammenfassen lassen, 
nicht immer, wie in dem angeführten Fall, direct die Probe machen. 
Denn es kann sein dass ich die Objecto nicht gleichzeitig, sei es 
in Wirklichkeit, sei es in der blossen Yorstellung, zusammenhabe. 
Ich wünsche etwa zu wissen ob ich in einer oder iq der anderen 
Woche mehr Oeld ausgegeben habe, oder ob von zwei Wäldern 
der eine oder der andere mehr Bäume hat: da kann ich unmög- 
lich auf directem Wege mich davon überzeugen, ob und an 
welcher Seite die paarweise Zusammenfassung dieser Objecto 
einen Ueberschuss zurücklassen würde. Unter solchen Umständen 
kann nun die auswendiggelemte Beihe der Zahlwörter trefißiche 
Dienste leisten. Denn ich brauche nur die Geldstücke der einen 
Woche oder die Bäume des einen Waldes zu zählen, d.h. mit 
den Zahlwörtern von Eins an paarweise zusammenzufeissen, und 
dann die nämliche Operation mit den Geldstücken der anderen 
Woche oder den Bäumen des anderen Waldes auszuführen, um 
schliesslich, durch Yergleichung der in den beiden Fällen ver- 
wendeten Zahlwörterreihen, das gesuchte Yerhältniss festzustellen. 
In diesen und ähnlichen Fällen erfüllt die Beihe der Zahlworter 
offenbar die Bolle eines tertium comparationis, eines 
Maassstabes, mittelst welchen wir zwei Erscheinungsgruppen 
in Bezug auf die Möglichkeit der paarweisen Zusammenfassung 
untersuchen. Genau so wie wir überall, wenn wir zwei durt^h 
Baum oder Zeit getrennte Gegenstände in Bezug auf irgend welche 
Eigenschaft vergleichen wollen, dazu einen Maassstab verwenden 
den wie successive an die beiden Gegenstände anlegen, also für 
Gewichtsverhältnisse das Kilogramm, für Längen Verhältnisse das 
Meter u. s.w., genau so vergleichen wir zwei Gruppen van Ob- 
jecten in Bezug auf ihre Anzahl, mittelst des Maassstabes den wir 
in der Zahlenreihe besitzen. — Es ist übrigens klar dass dieser 
Maassstab, ebenso wie jene andere, ein Product willkürlicher 
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Feststellung, and als solches keineswegs der einzig mögliche ist 
Im Piincip könnte jede der Anzahl nach unveränderlich bestimmte, 
und nicht an einem festen Orte gebundene Oruppe Ton Objecten 
die nämlichen Dienste leisten: also etwa Einschnitte in einem 
Kerbstock, Kieselsteine, die Knger der Hände u. s. w. Thatsächlich 
werden auch auf niedrigeren Bildungsstufen alle diese Objecte 
als Zählmittel benutzt: in Bezug auf ihre praktische Anwend- 
barkeit stehen sie aber sämmtlich hinter einer im Qedächtniss 
aufbewahrten, geordneten Eeihe beliebiger Laute weit zurück. 
Denn erstens hat man diese Laute, so oft man dieselben als 
tertium comparationls für die Yergleichung verschiedener Anzahlen 
gebrauchen will, immer zur Hand ; während Kerbstock oder Kiesel- 
steine Einem nicht immer zu GFebote stehen. Zweitens kann man 
übereinkommen (wie in unserem Zahlensystem), diese Laute sol- 
cherweise aus einander zu construiren, dass sich die Beihe der- 
selben ins Unbegrenzte fortsetzen lässt; während andere Zählmittel 
doch immer nur in begrenzter Anzahl vorliegen. Drittens aber 
wird es durch die Einführung der geordneten Zahlenreihe aus- 
serordentlich viel leichter, bestimmte Anzahlen im Gtodächtniss zu 
behalten und Anderen mitzutheilen, als sonst der Fall sein würde. 
Wer die Anzahl gegebener Objecte etwa durch paarweise Zusam- 
menfassung mit Kieselsteinen bestimmt hätte, könnte das Eigebniss 
seiner Untersuchung nur durch Hinweisung auf diese Kieselsteine 
Anderen mittheilen oder sichselbst verg^enwärtigen ; wer dagegen 
gefunden hat dass gegebene Objecte sich mit den Zahlwörtern 
von „eins'' bis" „fünfundzwanzig" ohne Ueberschuss paarweise 
zusammenfassen lassen, braucht nur letzteren Wortlaut im Kopfe 
zu behalten, um sichselbst und jeden der die Zahlenreihe 
kennt, sofort über die gefundene Anzahl zu orientiren. Dem 
steht allerdings der Nachtheil gegenüber, dass diese Art der Mit- 
theilung nur unter Sprachgenossen möglich ist; im Yerkehr mit 
Fremden wird man immer wieder genöthigt sein, Finger oder 
Kieselsteine als Zählmittel zu verwenden. Ton diesem verhält- 
nissmässig seltenen Fall abgesehen, bietet aber die geordnete 



150 DIE AjaTHJIETIK. 

Zahlenreihe so entschiedene Yortheile, dass sich die allgemeine 
Verbreitung dieses Zählmittels leicht erklären lässL 

Wir £Etssen die Ergebnisse unserer Untersuchung kurz zusam- 
men. Wenn wir zwei Gruppen von Objecten, welche sich paar- 
weise ohne Ueberschuss im Denken zusammenfiEissen lassen, 
gleichzählig nennen, so kommt der Begriff des Gleichzähligen 
historisch und logisch vor dem Begriff der Zahl. Aus den that- 
sächlichen Schwierigkeiten, welche bei räumlich oder zeitlich ge- 
trennten Objecten der directen Entscheidung über die Gleichzäh- 
ligkdt derselben im Wege stehen, entsteht das Bedüifiüss eines 
allgemein anwendbaren Maassstabes; und als einen solchen hat 
man (der Sprachgeschichte zufolge nach und aus andeiren Zähl- 
mitteln) die Zahlenreihe construirt 

37. Die Bedeutung der arithmetischen Fomeln. Dem Vorher- 
gehenden zufolge bedeutet die Zahlenreihe ursprünglich, für das 
Individuum sowie für die Gattung, nichts weiter als eine Beihe 
willkürlich gewählter aber fest geordneter Laute, welche als ter- 
tium comparationis zur Yergleichung verschiedener Anzahlen ge- 
braucht werden. Auf diese willkürlich gewählten aber 
fest geordneten Laute beziehen sich nun sämmt- 
liche Sätze der reinen Arithmetik. 

Was meinen wir eigentlich damit, wenn wie die Summe 
der reinen Zahlen 7 und 4 der reinen Zahl 11 gleichsetzen? 
Nichts weiter als dass sich die bekannten Laute von „eins" bis 
„sieben" und von „eins" bis „vier" mit den Lauten von „eins" 
bis „elf ohne Ueberschuss paarweise zusammenfassen lassen. In 
der That: wenn wir uns davon überzeugen wollen dass der 
erwähnte Satz gilt, so zählen wir von „sieben" an noch vier Schritte 
weiter: das heisst, wir zählen so lange weiter bis die nadi „sieben" 
ausgesprochenen Zahlwörter sich mit den Zahlwörtern von „eins" 
bis „vier" paarweise zusammenfassen lassen. Allerdings haben 
wir vielleicht mit Bewusstsein nur die Wörter: „acht,neun, 
zehn, elf' ausgesprochen oder gedacht : wenn wir uns aber darauf 
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besinnen, wamm wir denn eigentlich bei ,,elf ^ aufg^ört haben, 
so finden wir dass wir ^eichzeitig ganz leise n^^^^» ^^^^9 ^^h 
vier" gezählt, und bei deijenigen Zahl welche mit „vier" zasam- 
menfiel, inne gehalten haben. Allerdings kann es auch vorkommen 
(besonders bei grösseren Zahlen), dass wir uns irgendeines anschau- 
lichen Hülfsmittels bedienen; also etwa, zu entscheiden wieviel 
13 -{- 9 beträgt, neun Striche anfs Papier werfen, und an diesen 
Strichen von „vierzehn" bis „zweiundzwanzig'^ zählen. Dann sind 
offenbar diese Striche wieder das tertium comparationis, mittelst 
dessen wir uns über die Gleichzähligkeit der beiden Zahlenreihen 
„eins, .... dreizehn, eins, .... neun" und „eins, .... zweiund- 
zwanzig" unterrichten. In einer oder der anderen Weise ist aber 
die Gewissheit jeder beliebigen Additionsformel a -j- & = e in 
der Einsicht begründet, dass sich die Zahlen 1 bis a und 1 bis & 
mit den Zahlen 1 bis e ohne TJeberschuss paarweise zusammen- 
fassen lassen. Eben diesen Sachverhalt, und nichts weiter, drückt 
die reine Additionsformel aus. 

Fragen wir nun zuerst, ob das in diesen reinen Additionsfor- 
meln enthaltene Wissen analytischer oder synthetischer Natur sei, 
so kann die Antwort nicht zweifelhaft sein. Denn diese Formeln 
beziehen sich nicht auf ein Gegebenes, sondern auf eine will- 
kürlich festgestellte und überlieferte Beihe von Wortlauten, und 
sagen von denselben nur soviel aus, als sie dieser willkürlichen 
Feststellung verdanken. Für denjenigen der die Zahlwörter als 
Glieder dieserBeihe kennt, müssen demnach die Additionsfor- 
nieln analytische ürtheile sein. Die entgegengesetzte Meinung rührt 
entweder daher, dass man an die angewandte Arithmetik denkt, 
wo die Zahlwörter Anzahlen von Objecten bedeuten, — oder 
aber daher dass man vergisst, in die Definitionen der einzelnen 
Zahlen die Zahlenreihe selbst aufzunehmen. Es ist klar: 
wenn man „sieben" bloss als „die Zahl nach sechs", und „vier" 
als „die Zahl nach drei" definirt, so lässt sich aus diesen Defini- 
tionen nicht ableiten, dass es eine Zahl „elf' gebe welche 7 -|- 4 
gleichzustellen, sei. Wenn man aber, wie es die Natur der Sache (38) 
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erfordert, ,,8ieben" and „yiei^' als diejenigen Zahlen definirt, weldie 
in der als bekannt vorausgesetzten Zahlenreihe die 
Stellen nach ,,8echs" und „drei" einnehmen, so ist die Sache eine 
ganz andere. Denn durch Zeigliederung dieser Definitionen findet 
man leicht, dass „elf die yierte Stelle nach „sieben" einnimmt, 
m. a.W. dass sich die Zahlen „eins" bis „sieben" und „eins" 
bis n^i®^" ^^^ ^^^ Zahlen „eins" bis „elf paarweise zusammen- 
fassen lassen, oder das 7 -f ^ == H ist Für denjenigen der die 
Zahlenreihe kennt, sind demnach sämmtUche Formeln des Eins- 
undeins (und nach 32 auch sämmtliche Formeln des Einmaleins) 
analytische XJrtheile; ohne Erkenntniss der Zahlenreihe 
lassen sich dieselben aber überhaupt nicht beweisen. 

Für grössere, mehrziffiige Zahlen pflegt man die Additions- 
formeln durch einen abgekürzten Process zu beweisen, über 
welchen wir noch einige Worte zu sagen haben. Den Satz : 832 -|- 
156 = 988 konnte man allerdings auch so beweisen, dass man, 
Yon 833 an, 156 Schritte weiter zählte, und so die Möglichkeit 
nachwies, die Zahlen von 1 bis 832 und von 1 bis 156 mit den 
Zahlen von 1 bis 988 paarweise zusammenzu&ssen. Thatsächlich 
macht man es aber bekanntlich anders: man zählt 2 und 6, 3 
und 5, 8 und 1 zusammen, und bekommt so die Summe 988 
heraus. AUein dieser Process lässt sich leicht dem firuher erör- 
terten Schema unterordnen. Die Zahlenreihe ist nämlich (von 
zehn an) solcherweise construirt, dass die späteren Zahlen immer 
durch ein wiederholtes Setzen der firüheren gewonnen werden, 
und- dass demnach in der gesprochenen oder geschriebenen Zahl 
n die Möglichkeit zum Ausdruck kommt, die Zahlen von 1 bis n 
mit den theilweise wiederholt gesetzten Zahlen von 1 bis 10 
paarweise zusammenzufassen. So kommt in dem Worte „zwdund- 
dreissig" oder in dem Zeichen 32 die Thatsache zum Ausdruck, 

dass sich die Zahlen von 1 bis 32 met den Zahlen 1 10, 

1 .... 10, 1 10, 1, 1 paarweise zusammen&ssen lassen ; ähn- 
lich in dem Worte oder Zeichen 832 die Thatsache, das sich 
die Zahlen von 1 bis 832 mit achtmal den Zahlen von 1 bis 100, 
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dreimal den Zahlen von 1 bis 10, und zweimal der Zahl 1 
znsammenfassen lassen; während die Zahlen von 1 bis 100 sich 
wieder mit zehnmal den Zahlen von 1 bis 10 zusammenfassen 
lassen. — Der erwähnte Abkürzungsprocess besteht nun einfach 
darin, dass man ftlr die Zahlen von 1 bis 832 eine gleiche 
Anzahl von anderen Zahlen, nämlich achtmal die Zahlen 
von 1 bis 100, dreimal die Zahlen von 1 bis 10, und zweimal die Zahl 
1 substituirt; und ebenso für die Zahlen von 1 bis 156 einmal 
die Zahlen von 1 bis 100, fünfmal die Zahlen von 1 bis 10, 
und sechsmal die Zahl 1. Man überzeugt sich dann leicht, dass 
man durch Zusammenfügung dieser beiden Gruppen von neuen 
Zahlen neunmal die Zahlen von 1 bis 100, achtmal die Zahlen 
von 1 bis 10, und achtmal die Zahl 1 herausbekommt; während 
zuletzt aus der Einrichtung unserer Zahlenreihe wieder hervor- 
geht, dass sich diese Zahlen mit den Zahlen von 1 bis 988 paar- 
weise müssen zusammenfassen lassen. Um dieses Resultat zu 
erreichen, hat man also das Gesetz anwenden müssen, dass 
zwei Gruppen von Zahlen (oder anderen Objecten) 
welche sich mit einer dritten Gruppe jede für sich 
paarweise zusammenfassen lassen, sich auch unter 
einander paarweise müssen zusammenfassen lassen. 
Dieses Gesetz, welches ich das Substitutionsgesetz nenne, 
lässt sich aber aus dem Begriff der paarweisen Zusammenfassung 
analytisch begründen: denn wenn die Objecto der Gruppe A 
einmal met den Objecten der Gruppe B, und sodann mit den 
Objecten der Gruppe G paarweise zusammengedacht worden sind, 
so braucht man in dem letzteren fall nur für jedes Object der 
Gruppe A dasjenige Object der Gruppe B an die Stelle treten zu 
lassen, welches im dem ersteren Fall mit demselben zusammen- 
gedacht wurde, um die paarweise Zusammenfassung der Objecto 
der Gruppen B und G zu Stande zu bringen. — Die Art und 
Weise, wie die reinen Additionsformeln gewöhnlich für grössere 
Zahlen bewiesen werden, geht demnach über den Bahmen des 
rein analytischen Beweises nicht hinaus. 
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Man wird leicht einsehen, dass aach das Associativitätsgesetz, 
welches wir früher als eine zum Beweis der Additionsformeln 
unumgängliche und aus den gangbaren Definitionen nicht ableit- 
bare Voraussetzung anzuerkennen uns genöthigt fanden (32), in 
den jetzt begründeten Definitionen der arithmetischen Begrifiid 
analytisch enthalten ist. Denn wenn der Satz : a -f 6 -{- c = d 

nur bedeutet, dass die Zahlwörter 1, .... a, 1, 6, 1, c sich 

mit den Zahlwörtern 1, .... (2 ohne IJeb^rschuss paarweise zu- 
sammenfassen lassen^ so erhellt aus dem im vorigen Abschnitt be- 
gründeten Gesetz, dass dieses Ergebniss sich nicht ändert, wenn 

wir für die Zahlen 1, .... o, 1, b die damit paarweise zusam 

menfassbaren Zahlen 1, . . . . (a -{- &), oder für die Zahlen !,....(, 

1, c die damit paarweise zusammenfE^sbaren Zahlen 1, .... 

(b -{• c) an die Stelle treten lassen ; und dass demnach allgemein 

ist. — Es ist schliesslich klar, dass aus der rein analytischen 
Natur der Additionsformeln, mit Bücksicht auf die bekannten 
DefinitioniBn der übrigen arithmetischen Operationen (82), die rQin 
analytische Natur dieser übrigen Operationen, soweit dieselben 
nur auf natürliche Zahlen sich beziehen, unmittelbar folgt 

Es erübrigt noch zu bemerken, dass dem Yorhergehenden 
2;ufolge in der reinen Arithmetik das Oleichheitszeichen in 
einem uneigentlichen, von seiner sonstigen Bedeutung verschie- 
denen Sinne zur Anwendung kommt. Der Satz : 7 -{- 4 = 11 be- 
deutet nicht dass die Zahlen 7 und 4 mit der Zahl 11, oder 
dass die Zahlen 1, ....7, 1,....4 mit den Zahlen 1, ....11 
identisch seien, sondem dass sich diese mit jenen ohne Ueberschuss 
paarweise zusammenfassen lassen. Dass man für diese Beziehung 
das Identitäts- oder Gleichheitszeichen verwendet, rührt wohl 
daher, dass hier wie überall die Anwendung der Theorie vorher- 
gegangen ist; oder richtiger, dass die Theorie sich mit und in 
der Anwendung entwickelt, und erst allmählig sich daraus abge- 
sondert hat Denn in der angewandten Arithmetik be- 
deutet in der That, wie wir sogleich sehen werden, der Satz 
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7 -f 4 = 11, dass die nämlichen Olijecte welche sich als 7 4- ^ 
zählen lassen, sich auch als 11 zählen lassen und umgekehrt, 
und behält demnach das Gleichheitszeichen seine ursprüngliche 
Bedeutung. — üebrigens ist die Verwendung dieses Zeichens auch 
in der reinen Arithmetik durchaus ungefährlich, da die Eigen- 
schaft der Umkehrbarkeit, wodurch sich eben in praktischer Hin- 
sicht die Identitätsurtheile Ton den übrigen allgemeinen üriheilen 
unterscheiden (16, Sl), auch den rein arithmetischen, auf die 
Möglichkeit der paarweisen Zusammenfiissung yerschiedener Zahlen- 
gruppen sich buchenden ürtheilen zukommt 

38. Die Anwendung auf die Wiriilichkeii Wir haben bis jetzt 

ausschliesslich von demjenigen („rein arithmetischen") Sätzen ge- 
handelt, welche sich auf die Möglichkeit beziehen, zwei Gruppen 
Yon Zahlwörtern, bezw. Zahlzeichen, paarweise im Denken zusam- 
menzufassen. Wir haben gefunden, dass diese Sätze durchwegs 
analytischer Natur sind; die apodictische Gewissheit derselben 
bietet uns demnach kein Problem. — Nun werden aber die nämlichen 
Sätze, mit gleicher apodictischer Gewissheit, auch auf die Wirk- 
lichkeit angewandt: wir behaupten dass 7 -[- 4 == 11 ist, nicht 
nur in dem Sinne dass sich die Zahlen 1, .... 7, 1, .... 4 mit den 
Zahlen 1, .... 11 paHrweise zusammenfeissen lassen, sondern auch 
in dem Sinne, dass sieben und vier Objecto zusammen immer elf 
Objecto, und dass elf Objecto immer sieben und vier Objecto 
sein müssen. Eben durch diese Anwendung auf die Wirklichkeit 
bekommen die arithmetischen Sätze den Charakter wirklich all- 
gemeiner, eine unbestimmte Yielheit einzelner Fälle unter sich 
beÜASsender ürtheile; während die Sätze der reinen Arithmetik 
nur auf ein einziges Object, die Zahlenreihe, sich beziehen, und 
demnach eigentlich zu den singularen ürtheilen gehören. — Es 
fragt sich nun, ob und wie sich das unbedingte Yertrauen, mit 
welchem wir die Arithmetik auf die Wirklichkeit anwenden, 
erklären lasse. 
In welcher Weise wenden wir die arithmetischen Begriffe und 
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Gesetze auf die Wirklichkeit an ? Wohl erstens dadurch, dass wir 
die wirklichen Objecte zählen, also mit den Zahlwörtern von 
„eins" an paarweise im Denken zusammenfassen. Die Ergebnisse 
dieses Zählens &ssen wir in ürtheilen wie „dies sind drei Stein- 
chen", „Rom hatte sieben Könige", „es giebt yier Planeten welche 
grösser sind als die Erde" zusammen; in welchen regelmässig 
als Subject die Oesammtheit der Exemplare eines bestimmten 
Begriffs auftritt, während das Prädicat die Zahlen angiebt, mit 
welchen diese Exemplare sich paarweise ohne Ueberschuss zusam- 
menÜEissen lassen. Solche ürtheile sind zweifellos synthetischer, 
aber sie sind keineswegs apriorischer Natur. Es sind Erfahrungs- 
urtheile, welche über das in der Erfahrung Gegebene nicht hinaus- 
gehen; auch keineswegs Nothwendigkeit oder absolute Exactheit 
in Anspruch nehmen. Dass es vier Planeten giebt welche grösser 
sind als die Erde, darüber haben wir bloss thatsächliche, durch 
die relative Yollkommenheit unserer Instrumente bedingte, jeden 
Tag der Verbesserung ausgesetzte Oewissheit; dass die Länge 
eines Weges den ich gemessen habe, hundert Meter beträgt, das 
glaube ich keinesw^s vollkommen genau, sondern bloss approxi- 
mativ zu wissen. Ürtheile dieser Art sind demnach einfach syn- 
thetische Ürtheile aposteriori: in der thatsächlichen Oewissheit 
derselben steckt kein erkenntnisstheoretisches Problem. 

Etwas anders verhält es sich mit denjenigen Ürtheilen, in wel- 
chen nicht bloss die Begriffe, sondern auch die Sätze der 
reinen Arithmetik auf die Wirklichkeit angewendet werden, ürtheile 
wie : 7 Dinge und 4 Dinge sind 1 1 Dinge, beziehen sich ohne Zweifel 
auf die Wirklichkeit, sind aber gleichzeitig apriorischer Natur. 
Denn ein Jeder ist davon überzeugt, dass dieselben für alle wahr- 
genommenen und nichtwahrgenommenen Dinge gelten, und noth- 
wendig gelten müssen. — Was ist aber eigentlich mit solchen 
ürtheilen gemeint? Offenbar nichts weiter als dass sämmtliche 
Dinge welche sich als 7 4-4 zählen lassen (d. h. also welche sich 
mit den Zahlen 1, .... 7, 1, .... 4 paarweise ohne ueberschuss 
zusammendenken lassen), sich auch als 11 müssen zählen lassen. 
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Dieser Satz ist aber rein analytischer Natur: denn er folgt 
logisch aas dem entsprechenden Satze der reinen Arithmetik 
74-4 = 11, in Verbinding mit dem schön früher (87) analytisch 
begründeten Gesetz, dass zwei Gruppen von Objecten, welche 
sich mit einer dritten Gruppe jede für sich paarweise zusam- 
menfiEissen lassen, sich auch unter einander paarweise müssen 
zusammen&ssen lassen. In der That: wenn ich gefunden habe 

dass gewisse Objecto sich mit den Zahlen 1, .... 7, 1, 4 

paarweise zusammenfassen lassen, so brauche ich nur für jede 

dieser Zahlen eine der Zahlen 1, 11 zu substituiren (was nach 

dem rein-arithmetischen Satze 7 -{- 4 = 11 immer geschehen kann) 
um die betreffenden Objecto auch mit den Zahlen 1, .... 11 
paarweise zusammengefasst, also als 11 Objecto gezählt zu haben. — 
Auch die Anwendung der arithmetischen Sätze auf die Wirklichkeit 
geht demnach über die Grenzen des analytischen Denkens nicht 
hinaus. Die Gesetze der angewandten Arithmetik, genau so wie die 
Gesetze der angewandten Logik (24), können und dürfen absolut 
allgemeine und nothwendige Geltung in Anspruch nehmen, weil 
es nicht Naturgesetze, sondern Denkgesetze sind. 
Diese (besetze beziehen sich nicht auf die regelmässige Yarbindung 
yerschiedener Naturerscheinungen, sondern sie be- 
ziehen sich auf die regelmässige Verbindung verschiedener 
Auffassungsweisen der nämlichen Naturerschei- 
nung. Die Ausdrücke „sieben Pferde und vier Pferde" und 
„elf Pferde" bezeichnen nicht etwas objectiv Yerschiedenes, son- 
dern genau dasselbe, welches wir nur nach Willkür entweder 
als 7 4-4 oder als 11 zählen können. Die Möglichkeit dieser 
doppelten AufiEassung aber ist ausschliesslich in der Einrichtung 
jener Zahlenreihe begründet, welche wir im Yorhergehenden als 
ein Product rein willkürlicher Feststellung kennen gelernt haben. 
Wir sehen jetzt auch ein was es bedeutet, wenn man in der 
Arithmetik die Einheiten als vollkommen gleich betrachtet. 
Diese Gleichheit bezieht sich nicht auf die gezählten Objecto in 
ihrer Totalität, sondern nur auf die Eigenschaft derselben, unter 
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einem Begriffe zu fallen, dessen Exemplare man 
gerade zählen will. Nur mit dieser Eigenschaft hat die Aritii- 
metik es zu thun; in Bezug auf diese Eigenschaft sind aber die 
gezählten Objecte sich wirklich gleich. Welcher aber der Begriff 
ist, dessen Exemplare man zählen will, das ist Sache rein will- 
kürlicher Feststellung. Je nachdem man diesen Begriff bestimmt, 
werden sich daher die nämlichen Gegenstände auch versdiieden- 
artig zählen lassen: das Zählen einiger Geldstücke wird anders 
ausfallen wenn man dieselben als Exemplare des Begriffs „Uünze", 
als wenn man dieselben als Exemplare des Begriffs „Zahlungs- 
mittel zum Werthe einer Mark" betrachtet Hat man aber einmal 
den Begriff^ dessen Exemplare man zählen will, bestimmt, so 
kommen diese Exemplare nur als solche in Betracht, und dürfen 
in dieser Beziehang unbedenklich als gleich betrachtet werden. 

39. Ergebnisae. Das Gesammteigebniss unserer bisherigen 
Untersuchungen wäre d^nnach Folgendes. Die Behauptung Mill's, 
nach welcher die reinen Zahlen an sich nichts bedeuten sollten 
(34), ist unrichtig: die reinen Zahlen bedeuten eben die Glieder 
der Zahlenreihe, jene willkürlich angenommenen, fest geordneten 
Laute, welche wir als Maassstab, die Anzahl gegebener Objecte 
zu bestimmen, verwenden. Und zwar bedeutet ursprünglich jede 
Zahl nur einen jener Laute für sich; während sie später, der 
Kürze halber, zur Bezeichnung einer Beihe von jenen Lauten, 
deren erster „eins" und deren letzter sie selbst ist, verwendet 
wird. Auf die Möglichkeit, verschiedene dieser Laute paarweise 
ohne XJeberschuss im Denken zusammenzufassen, bezieht sich 
die „reine Arithmetik". — Yon den „Zahlen" müssen die „An- 
zahlen", von dem Maassstabe das Object der Messung, untere 
schieden werden. Während jene selbstgeschaffene Objecte sind, 
über welche wir demnach mit vollkommener Genauigkeit und 
Gewissheit urtheilen können, sind diese in der Erfahrung gegeben, 
und ist unsere Erkenntniss derselben viel&ch bloss wahrschein- 
lich und approximativ, üeber die Möglichkeit, eine nämliche 



DIE ABITBMETIE. 159 

gegebene Anzahl durch yeischiedene arithmetische Formeln aus- 
zudrücken, besitzen wir dagegen wieder apriorische Oewissheit, 
weil diese Möglichkeit nur durch die Einrichtung der Zahlenreihe 
bedingt wird. — Zur Erläuterung mag noch darauf hingewiesen 
werden, dass die Sache sich bei allen anderen willkürlich be- 
stimmten Maassstäben genau so verhält Dass 1 M. == 10 dM., wissen 
wir absolut genau und vollkommen gewiss; dass ein gegebener 
Stab 1 M. lang ist, wissen wir bloss approximativ; dass aber 
alle Stabe welche 1 M. lang sind, auch 10 dM. messen, das 
können wir wieder vollkommen genau wissen. XJeberall ist unsere 
Erkenntniss des Maassstabes analytisch und apriorisch ; der Eigen- 
schaften gegebener Objecto welche wir mittelst desselben messen, 
synthetisch und aposteriorisch; der Beziehungen zwischen ver- 
schiedenen Weisen, diese Eigenschaften in jenem Maassstabe aus- 
zudrücken, wieder analytisch und apriorisch. Die Thatsachen des 
arithmetischen Denkens bieten nur einen Specialfall dieses all- 
gemeinen und vollkommen durchsichtigen Sachverhalts. 

40f Die Erweiterung der Zaliienreiiie. Die^ vorhergehenden 
Erörterungen reichen nur zur Erklärung deijenigen Sätze der 
reinen oder angewandten Arithmetik aus, welche ausschliesslich 
auf ganze und positive, also auf die sogenannten natürlichen 
Zahlen, sich beziehen. Die Einführung negativer, gebrochener, 
irrationaler und imaginärer Zahlen giebt zu neuen Problemen 
Veranlassung. Denn was die reine Arithmetik anbelangt, führt 
offenbar die arithmetische Orundoperation, das Zählen, niemals 
über die Reihe der natürlichen Zahlen hinaus; und auch in der 
angewandten Arithmetik ist es keineswegs unmittelbar klar, was 
mit einer negativen, gebrochenen, irrationalen oder imaginären 
Anzahl von Gegenständen gemeint sein sollte. Der Satz: hier 
sind n Dinge, bedeutet ja nach dem Yorhergehenden nichts 
weiter als : diese Dinge lassen sich mit den Zahlen 1, .... n 
ohne« Ueberschnss paarweise zusammenfassen ; wird aber n = — 2, 
= i, = 1^ 2 oder = i^ — 1 gesetzt, so ist nicht einzusehen, wie 
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sich diese ursprüngliche Bedeutung jenes Satzes aufrecht erhalten 
Hesse. 

In den Lehrbflchern pflegt man die Erweiterung der Zahlen- 
reihe entweder dadurch zu begründen, dass man Specialfälle 
anführt, in welchen den neuen Zahlen eine anschauliche Bedeu- 
tung beigelegt werden kann (85); oder aber dadurch, dass man 
willkürlich bestimmt, die arithmetischen Operationen sollen 
immer ausführbar sein, und demnach überall wo in der natür- 
lichen Zahlenreihe kein Zeichen vorkommt welches die Aufgabe 
löst, ein neues Zeichen einfährt, welches als die Losung der 
'Au%abe angesehen wird (33). Weder in der einen noch in der 
anderen Weise wird aber die Sache vollständig au%eklärt; fiir 
jenen Standpunkt müsste die Anwendbarkeit der neuen Zahlen 
auf andere als die betreffenden Objecto, für diesen ihre An- 
wendbarkeit auf Objecto überhaupt problematisch bleiben. Dem 
letzteren Standpunkte gegenüber kommt aber noch folgende Er- 
wägung in Betracht. Die Wissenschaft hat ohne Zweifel das Recht, 
einen bestehenden Begriff zu erweitern : einzelne seiner Merkmale 
fallen zu lassen, oder andere, allgemeinere, an die Stelle derselben 
treten zu lassen. Aber sie hat nicht das Recht, ein Merkmal 
fetUen zu lassen, und dennoch andere, welche von diesem 
Merkmale abhängen, zu handhaben. Sie war ohne Zweifel 
berechtigt, nachdem der Ozon entdeckt worden war, aus dem 
Begriff des Sauerstoffs das Merkmal eines specifischen (Gewichts == 
16 fallen zu lassen, und also den weiteren Begriff eines Stoffes, 
dem sämmtliche bekannte Eigenschaften des Sauerstoffs, nur 
nicht ein bestimmtes specifisches Gewicht, zukämen, aufzustellen. 
Aber sie würde ' nicht berechtigt sein, den Begriff eines Etwas 
aufzustellen, dem sämmtliche bekannte Eigenschaften des Sauer- 
stoffs ausser dem Merkmal der Stofflichkeit zukämen. 
Denn ohne Stofflichkeit lassen sich eben die übrigen Eigenschaften 
des Sauerstoffs nicht denken : der aufgestellte Begriff enthielte 
demnach einen Widerspruch. — Einen solchen Widerspruch 
enthielte nun aber auch der Begriff eines Etwas, welches ohne 
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ein Product des Zählens, ohne demnach eine eigentliche Zahl 
zu sein, dennoch den Zahlgesetzen unterworfen wäre. Was die 
Zahlgesetze, was Addiren, Miütipliciren u. s. w. eigentlich bedeuten, 
lässt sich nur an den Zahlen verständlich machen. Was es heisst, 
eine beliebige Zahl n zweimal nehmen, ist vollkommen klar: es 
heisst, soviele Zahlen von 1 an nehmen, als sich mit zweimal 
den Zahlen von 1 bis n paarweise zusammenüassen lassen (37). 
Was es aber heissen soll, eine Zahl n ( — 2) mal, | mal, X/" 2 mal, 
oder V^ — 1 mal nehmen, ist nicht einzusehen. Das Multipliciren ist 
eben eine Operation, welche ihrer Natur nach nur mit Zahlen, 
und mit nichts Anderem, ausgeführt werden kann. Mit Etwas, 
welches keine zählbare Zahl ist, multipliciren, hat einfach keinen 
Sinn. Wollte man aber in irgendwelcher Weise den Begriff des 
Multiplicirens dahin erweitem, dass auch an sich sinnlose Zeichen 
als Multiplicator auftreten könnten, so wäre damit nicht die neue 
Multiplication erklärt, sondern vielmehr die alte verdunkelt Und 
ofiEenbar muss das Nämliche von den übrigen Operationen gelten. — 
Das unbedingte Vertrauen, womit] thatsächlich die Wissenschaft 
negative, gebrochene, irrationale und imaginäre Zahlen in der 
Rechnung anwendet, kann demnach in dieser Weise nicht erklärt 
werden. 

41. Die Erweiterung der Zaiilenreihe : Fortsetzung. Der na- 
türliche Ausgangspunkt filr die Erklärung der negativen 
Zahlen bleibt jedenfalls die Betrachtung deijenigen Fälle, in 
denen denselben eine reelle Bedeutung beigelegt werden kann. 
Was die negativen Zahlen in diesen Fällen bedeuten, hat schon 
Gauss vollkommen klar dargelegt „Positive und negative Zahlen 
können nur da eine Anwendung finden, wo das Gezählte ein 
Entgegengesetztes hat, was mit ihm vereinigt gedacht der Yer- 
nichtung gleich zu stellen ist. Genau besehen findet diese Voraus- 
setzung nur da statt, wo nicht Substanzen (fcLr sich denkbare 
(Gegenstände) sondern Belationen zwischen je zwei Gegenständen 

das Gezählte sind. Postolirt wird dabei, dass diese Gegenstände 

11 
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auf eine bestimmte Art in einer Beihe geordnet sind, z. B. A, B, 
C, D, . . . . und dass die Belaüon des A zu B als der Belation 
des B zu C gleich betrachtet werden kann. Hier gehört nan za 
dem Begriff der Entgegensetzung nichts weiter als der Um- 
tausch der Belation, so dass wenn die Belation (oder der 
üebergang) von A zu B als -j- ^ g^^ ^^ Belation von B zu A 
durch — 1 daigestellt werden muss. Insofern also eine solche 
Beihe auf beiden Seiten unbegrenzt ist, repräsentirt jede reelle 
ganze Zahl die Belation eines beliebig als Anfieing gewählten 
Gliedes zu einem bestimmten Gliede der Beihe" ^). — Solche 
entgegengesetzte üebeigange sind beispielsweise Bewegungen 
vorwärts und rückwärts, Gelderwerb und Schuldemacheo, der 
üebergang Ton einem früheren zu einem späteren und derjenige 
von einem späteren zu einem früheren Zeitpunkt u.s.w. In all 
diesen Fällen ist es klar, dass der Gegensatz des Positiven und 
Negativen nicht die Zahl, sondern das Gezählte betrifft; 
wenn e eine beliebige Belation oder einen beliebiger üebergang 
vorstellt, so bedeutet — 3e nicht dass dieser üebergang — 3 
mal, sondern dass 3 mal ein anderer, diesem entgegengesetzter 
üebergang zu Stande gebracht werden muss. Ausdrücke wie etwa 
3e und — 5$ beziehen sich demnach auf verschiedene Ein- 
heiten; es sind ungleichnamige Zahlen, welche sich als solche 
(ohne Erweiterung des Begriffs, als dessen Exemplare sie gezählt 
werden: 38) ebensowenig addiren lassen wie etwa 3 Aepfel und 
6 Birnen. Nur der umstand, dass diese verschiedenen Einheiten 
(die gezählten üebergänge der einen und der anderen Art) sich 
paarwase aufheben, ermöglicht es, für 36 -|- 5 (- e) einfach 2 (- e) 
oder -26 zu schreiben. — Das Minuszeichen hat also hier nur 
die Au^be, den Charakter der in der Bechnung verwendeten 
Einheiten in Bezug auf andere Einheiten zu bestimmen. Auch 
wo es in dem Multiplicator eines Productes vorkommt, behält es 
die nämliche Bedeutung; woraus sich die Multiplicationsregeln 



1) Gauss, Werke, Bd % S. 17&-.176. 
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für negative Zahlen von selbst ergeben. Denn genau so wie - 3e 
nur bedeutet, dass 3 mal eine dem e gleiche und entgegengesetzte 
Einheit genommen werden muss, bedeutet auch -2(3e), dass 
2 mal eine der neuen Einheit (3^) gleiche und entgegengesetzte 
Einheit genommen werden muss ; und - 2 (- 36), dass 2 mal eine 
der neuen Einheit (-Se) gleiche und entgegengesetzte Einheit 
genommen werden muss ; also - 2 {&e) = 2 (- 3e) = -* 6e, und 
-2 (- 36) = 2 (3e) = 6«. 

Aehnlich yerhält es sich mit den gebrochenen Zahlen, 
Auch hier haben wir es ursprünglich mit verschiedenartigen Ein- 
heiten, also mit Exemplaren verschiedener Begriffe zu thun; 
und zwar mit solchen, welche die Eigenschaft besitzen, dass n 
Einheiten der einen Art mit Einer Einheit der anderen Art 
aequivalent sind. Wenn e eine beliebige Einheit vorstellt, so be- 
deutet demnach f e nicht dass diese Einheit l mal, sondern dass 3 
mal eine andere Einheit genommen werden muss, deren 4 mit jener 
ersteren Einheit aequivalent sind. Genau so wie die negativen 
Zahlen, sind demnach auch die Brüche eigentlich benannte 
Zahlen; daher auch ganze Zahlen und Brüche, oder Brüche mit 
verschiedenen Nennern (ein sehr richtiges Wort), sich ohne Weiteres 
ebensowenig addiren lassen wie positive und negative Zahlen. 
Nur das Yerhältniss zwischen jenen verschiedenen Einheiten, 
welches in den Nennern zum Ausdruck kommt, ermöglicht es auch 
hier, eine additive Verbindung zwischen denselben zu Stande zu 
, bringen. — Für die irrationalen und imaginären Zahlen 
gilt das Nämliche. Auch hier ist es im Grunde nicht die Zahl 
sondern die Einheit, welche ihre Natur ändert: wenn in der 
Geometrie e eine beliebige Einheitsstrecke bedeutet, so sind 6 1^ 2 
und e V^ — 1 andere Einheiten, welche sich rein arithmetisch in 
jene erstere nicht ausdrücken lassen, sondern deren Bedeutung 
geometrisch durch Hinweisung auf das Längenverhältniss zwischen 
Kathete und Hypothenusa im rechtwinkligen gleichschenkligen 
Dreieck, oder auf das Richtungsverhältniss verschiedener Azen 
erklärt werden muss. — üeberall wo die Zahlenreihe eine Er- 
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weiterang zu erfahren scheint, haben wir es demnach ursprung- 
lich mit verschiedenartigen, aber in Beziehung auf 
einander bestimmten Einheiten zu thun; wo solche Ein- 
heiten Yorliegen, bietet die Einführung der negativen, gebrochenen, 
irrationalen und imaginären Zahlen kein Problem. Es fragt sich 
nur, aus welchen Oründen der Mathematiker sich berechtigt 
glaubt, das erweiterte Zahlensystem ganz allgemein, ohne zu fragen 
ob die Einheiten, mit welchen er sich zur Zeit beschäftigt, andere 

von der Form - «, ^^ ev^2 oder e V^ — 1 neben zieh zulassen, 

seinen Operationen zu Grunde zu legen. 

Sehen wir uns zuerst noch einmal die Thatsachen an. — 
Wenn der Mathematiker die Bedingungen, denen eine gesuchte 
Lösung genügen muss, in Formeln bringt, so versäumt er nicht, 
darunter ausdrücklich oder stillschweigend auch die Bedingung 
aufzunehmen, dass gewisse Zahlen nicht negativ, gebrochen^ irra- 
tional oder imaginär werden dürfen, und solcherweise von vorn- 
herein die Möglichkeit auszuschliessen, dass Zahlen, denen keine 
reelle Bedeutung zukäme, im Resultate vorkommen sollten. Fängt 
dann die Arithmetik ihre Arbeit an, so steht sie einem Systeme 
von reinen Zahlengleichungen gegenüber, aus welchen sie durch 
Transformationen und Yerbindungen den Werth der Unbekannten 
zu ermitteln sucht Bei diesen Transformationen und Yerbindungen 
vfird nun das ganze Schema der negativen, gebrochenen, irra- 
tionalen und imaginären Zahlen vorausgesetzt, und nöthigenfalls 
als Durchgangsstadium benutzt Es fragt sich, in welchem Sinne 
dies geschehen könne; da doch, wie wir gesehen haben, reine 
Zahlen sich nur als ganze positive denken lassen. — Da lässt 
sich denn erstens wohl kaum leugnen, dass der Mathematiker, 
wenn er das Bedürfniss empfindet sich oder Andere über die 
unbedingte Anwendbarkeit der erweiterten Zahlenreihe zu beru- 
higen, immer wieder SpeciaUalle, für welche verschiedenartige 
Einheiten wirklich vorkommen (also etwa geometrische Figuren) 
ins Auge zu fsissen pflegt Damit scheint freilich die Sache noch 
keineswegs au%eklärt zu sein; vielmehr sollte man glauben es 
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hier wieder mit der unbegrfindeten und demnach unbegreiflichen 
üebertragong bestimmter Verhältnisse von demjenigen Fällen, Mr 
welche sie etwas bedeuten, auf andere, fiir welche sie nichts bedeu- 
ten, (36, 40), zu thun zu haben. Allein die nähere Untersuchung 
ergiebt, dass, wenn auch Einzelfalle an sich zur Begründung 
der Operationen mit anderen als natfirlichen Zahlen nicht aus- 
reichen, dieselben dennoch, in Verbindung mit dem rein 
analytischen, aus dem Begriffe des Zählens gefol- 
gerten Substitutionsgesetz (37), das Verfahren der Ma- 
thematiker vollständig zu erklären und zu rechtfertigen im Stande 
sind. Denn dieses Verfahren lässt sich in folgende (natürlich 
meistentheils nur unklai: und ungesondert vorgestellte) Einzel- 
schritte zerlegen. Aus dem Substitutionsgesetz folgt analytisch, 
dass eine für Zahlen geltende Gleichung auch für Anzahlen be- 
liebiger Objecto, und dass eine für Anzahlen bestimmter Objecto 
geltende Gleichung auch für Zahlen gelten muss. Die reinen 
Zahlengleichungen mit welchen die Rechnung anhebt, müssen 
demnach auch für solche Einheiten gelten, welche negative, ge- 
brochene, irrationale und imaginäre Einheiten neben sich zulassen. 
Gelten aber diese Gleichungen für solche Einheiten, so müssen 
für die nämlichen Einheiten auch andere Gleichungen gelten, 
welche sich durch Vermittlung der negativen, gebrochenen, irra- 
tionalen oder imaginären Einheiten aus den ersteren ableiten 
lassen. Diese abgeleiteten, für die betreffenden Einheiten geltenden 
Gleichungen müssen aber auch wieder für reine Zahlen gelten: 
denn sie sagen nur aus, dass die nämlichen Objecto sich sowohl 
in der vor dem Gleichheitszeichen als in der nach dem Gleich- 
heitszeichen angedeuteten Weise zählen lassen, m. a.W. (nach 
dem Substitutionsgesetz) dass auch die betreffenden Zahlen gleich 
sind. — Mit Unrecht würde man die rein analytische Natur 
dieser Beweisführung dadurch beeinträchtigt glauben, dass em- 
pirische Elemente (nämlich die Existenz solcher Einheiten welche 
negative Einheiten u. s. w. neben sich haben) in dieselbe hinein- 
treten. Denn es ist eben nicht die thatsächliche Existenz, 
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sondern ausschliesslich die Denkbarkeit solcher Einheiten, 
auf welche es hier ankommt Sobald wir (sei es auch auf Veran- 
lassung äusserer Daten) den Begriff von Einheiten aufgestellt haben, 
welche ein Entgegengesetztes zulassen, theilbar sind, mit anderen 
Einheiten unmessbar sind, oder andere Einheiten neben sich haben 
welche sich als die mittlere Proportionale zwischen ihnen und den 
ihnen entgogengesetzten Einheiten betrachten lassen, reichen diese 
gedachten Einheiten Tollständig aus, die Vermittlerrolle in der 
gebotenen Beweisführung zu übernehmen. Der Satz, dass für 
solche Einheiten alle mittelst Operationen mit negativen, gebro- 
chenen, irrationalen und imaginären Zahlen zu erreichenden Besul- 
täte gelten, ist ein analytisches ürtheil, dessen Wahrheit von der 
Frage, ob es solche Einheiten giebt, unabhängig ist Durch die 
Einschaltung dieses Satzes in eine Beweisführung kann die ana- 
lytische Natur derselben nicht gefährdet werden. 



n. 

DIE GEOMETBIE ^). 



Die Thaisachen des geometrischen Denkens. 

42. Die geometrischen Axiome. Die Geometrie yerfährt, wie 
die Arithmetik, im Grossen und Ganzen dednctiv, indem sie von 



1) Literatur. Ueber die Geschichte der Theorien über Raum und Geometrie: 
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frage (Viert f. wiss. Phil. XU, 3, 4). 
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allgemeinsten Grundsätzen (Axiomen) ausgeht, und ihre Lehr- 
sätze als Folgerungen aus diesen Orundsätzen darstellt üeber 
die Frage wie viele und welche Grundsätze zur Begründung der 
Geometrie erforderlich seien, herrscht Streit; jedenfalls werden 
dazu aber Sätze gerechnet wie diese: dass eine gerade Linie 
durch zwei beliebige ihrer Punkte bestimmt wird, und dass durch 
einen Funkt ausserhalb einer geraden Linie nur Eine derselben 
parallele Linie gezogen werden kann. Wir werden damit anfan- 
gen müssen, uns über die Natur dieser Grundsätze und der darauf 
gebauten Beweisführung vorläufig zu orientiren. 

Dass die geometrischen Axiome apriorischer Natur sind, 
kann, wenn das Wort in dem früher (28) angegebenen Sinne 
verstanden wird, nicht bezweifelt werden. Denn in diesem Sinne 
heisst „apriori" nur „über das Gegebene hinausgehend"; die 
geometrischen Axiome gehen aber offenbar über das Gegebene 
hinaus. Denn erstens kommt denselben Apodicticität zu: 
wir sind nicht nur überzeugt, dass es keine gerade Linie giebt, 
welche nicht durch zwei beliebige ihrer Punkte bestimmt wird, 
sondern wir behaupten auch, dass es eine solche nicht geben 
kann. In der Erfahrung ist uns aber immer nur Thatsächlich- 
keit, nicht Nothwendigkeit gegeben. — Als apodictische Sätze 
haben ferner die geometrischen Axiome absolute Allgemein- 
heit; sie gelten gleichmässig für Wahrgenommenes und Nicht- 
wahrgenommenes, und behalten selbst für dasjenige welches in 
Folge zeitlicher oder räumlicher Entfernung, unendlicher Grösse 
oder unendlicher Kleinheit nicht wahrgenommen werden kann, 
ihre volle Gewissheit. — Drittens aber kommt den geometrischen 
Axiomen vollkommene Exactheit zu; demzufolge auch 
den daraus abgeleiteten quantitativen Sätzen absolute Richtigkeit, 
d. h. Richtigkeit bis zu einer willkürlichen Anzahl von Decima- 
len, zugeschrieben wird. Wir wissen dass die Winkelsumme des 
Dreiecks = 180° ist, nicht etwa mit einem möglichen Fehler von 
einigen Hunderteln oder Tausendsteln einer Secunde, sondern 
eben ohne möglichen Fehler, vollkommen genau. Offenbar geht 
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auch in dieser Hrnsicht unser Wissen über das G^ebene weit 
hinaus; was sich zum Ueberfluss noch durch einfache Experi- 
mente beweisen lässt Ton den beiden untenstehenden Linien: 



ist Eine gerade und die Andere gebogen; aber man wird nicht 
sehen können welche gerade und welche gebogen ist Die blosse 
Erfahrung kann demnach auch nicht lehren, dass nicht die bei- 
den Linien gerade sind, und als solche eine Ausnahme auf das 
Axiom von der geraden Linie bilden; — Aehnlich mit dem 
Parallelenaxiom. Die beiden untenstehenden horizontalen Linien: 



sind parallel: aber sie werden sehr deutlich als nicht parallel 
wahrgenommen. Wenn aber die Wahrnehmung in Betreff der 
Parallelität so fehlbar ist, so enthält offenbar die unerschütterliche 
üeberzeugung von der vollkommen strengen Oeltung des Paral- 
lelenaxioms mehr als die Erfahrung gewährleisten kann. — üeber 
die Frage ob die geometrische Oewissheit aus der Erfahrung 
entsteht, ist hiermit natürlich noch Nichts entschieden : nur soviel 
steht fest, dass dieselbe mehr enthält als uns in der Erfahrung 
gegeben ist, somit apriorischer Natur ist 

Weit eher als die apriorische, dürfte die synthetische 
Natur der geometrischen Orundsätze bezweifelt werden. Man 
könnte meinen, die Geometrie beziehe sich, genau so wie die 
Arithmetik, nur auf selbstgeschaffene Objecto; zugestandener- 
maassen handle sie nicht von den Körpern der Natur, sondern 
von willkürlichen Constructionen im Baume, und auf jene wende 
sie ihre Ergebnisse nur an, wenn und iuBofem sie mit diesen 
übereinstimmen. Sämmtliche Sätze der Geometrie seien demnach 
nichts Anderes als analytische Folgerungen aus willkürlich auf- 
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gestellten Defimtionen. — In der That ist dies die Meinung aller 
Yorkantischen und vieler nachkantischen Philosophen gewesen; 
keineswegs wird dieselbe aber durch die nähere Untersuchung 
bestätigt Denn die geometrischen Figuren sind nicht 
Producte einer freien, sondern einer an den Eigen- 
schaften des gegebenen Baumes gebundenen Con- 
struction. Eben diese Eigenschaften, und deren apodictische, 
unbedingt allgemeine, vollkommen ezacte Erkenntniss, werden 
bei jeder Gonstruction vorausgesetzt Yersuchen wir dies vorläu- 
fig (der strenge Beweis folgt 46 — 48) für die beiden erwähnten 
Axiome darzuthun. — An der geraden Linie kennt und verwer- 
thet die Geometrie sowohl die auschauUche Eigenschaft der un- 
veränderlichen Bichtung, als die begriffliche des Bestimmtwerdens 
durch zwei Punkte. Weder die eine noch die andere Eigenschaft 
kann sie fiir ihre Beweisführung entbehren: jene nicht, weil man 
die anschauliche Vorstellung der geraden Linie haben muss, am 
beurtheilen zu können welche gerade Linien in der Kgur mög- 
lich sind, — diese nicht, weil sich ohne dieselbe schon die ein- 
fachsten Congrueazverhältnisse nicht demonstriren Hessen. Nun 
stehen aber diese beiden Eigenschaften (wenigstens solange wir 
nicht über die in der Geometrie gebrauchten B^riffe hinausgehen) 
logisch unverbunden neben einander: der Begriff „Richtung"' 
pflegt als ein nicht weiter reducirbarer, der Anschauung entnom- 
mener Grundbegriff angestellt zu werden ; und in dem Satze, dass 
die Richtung einer Linie constant ist, wird offenbar über die Zahl 
der Punkte, wodurch diese Linie bestimmt wird. Nichts gesagt 
Die Yerbindung jener beiden Eigenschaften in dem Axiome von 
der geraden Linie ist demnach eine synthetische : keineswegs aber 
ist sie das Product einer willkürlichen Synthesis. Denn wenn 
wir in dem Begriff der geraden Linie die Eigenschaft der con- 
stanten Richtung gesetzt haben, so hängt es keineswegs mehr 
von unserer Willkür ab, .ob wir derselben die andere Eigenschaft 
des Durch-zwei-Punkte-bestimmt-werdens hinzufugen wollen oder 
nicht: wir können uns eben die Linie von constanter Richtung 
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nicht anders, als durch zwei beliebige ihrer Punkte bestimmt, 
denken. — Aehnlich verhält es sich mit dem Farallelenaxiom. 
Soweit die geometrischen Begriffe reichen, lässt sich keine logische 
Nothwendigkeit aufweisen, kraft welcher darch einen gegebenen 
Fankt nur Eine Linie einer gegebenen parallel gezogen werden 
könnte. Wenn wir more geometrico parallele Linien definiren als 
solche, welche in Einer Ebene liegen und sich niemals schneiden, 
so liegt in dem Gedanken, dass zwei durch einen gegebenen 
Punkt gehende Geraden jede für sich einer dritten parallel laufen 
sollten, kein logischer Widerspruch, und dennoch: wenn wir 
versuchen diesen Gedanken zu vollziehen, so finden wir es un- 
möglich. — In den beiden bisher untersuchten Axiomen wird 
demnach die ausnahmslose und von unserer Willkür unabhängige 
Verbindung zweier Merkmale ausgesprochen, ohne dass diese Yer- 
bindung in den logischen Verhältnissen der entsprechenden Be- 
griffe begründet wära Drtheile dieser Art aber sind, wie wir 
gesehen haben (28), synthetische Urtheile ; und lassen sich durch 
keine Mittel in analytische verwandeln. Selbst wenn wir die De- 
finition der geraden Linie so einrichten wollten, dass darin die 
constante Bichtung, das Passen in das erste und das Passen in 
das zweite Axiom sämmtlich als Merkmale enthalten wären, so 
liesse sich daraus analytisch doch immer nur ableiten dass alle 
unter diese Definition fallende Linien, nicht aber dass 
alle Linien von constanter Bichtung sich den beiden Axiomen 
fügen müssen (vgl. 38). Und eben Letzteres wird in der Geometrie 
fortwährend vorausgesetzt 

Wir müssen demnach die erwähnten Axiome, vorläufig wenig- 
stens, als synthetische Urtheüe apriori anerkennen; und selbst 
scheinen dieselben keineswegs die einzigen synthetisch-apriorischen 
Yoraussetzungen zu sein, welche der geometrischen Beweisführung 
zu Grunde liegen. Denn die geometrische Beweisführung findet 
zwar ausnahmslos unter der Herrschaft der logischen Gesetze 
statt, ist aber keineswegs rein analytischer Natur, sondern muss 
sich fortwährend durch die Anschauung der gezeichneten oder 
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YorgesteUten Figur fuhren lassen. Sie muss bei jedem Schritt, 
ausser den Definitionen und den ausdrücklich erwähnten Axiomen, 
Yerhältnisse voraussetzen, deren Gegebensein sie nicht aus blossen 
B^grifFen beweisen, sondern nur an der Figur nachweisen kann« 
Dass etwa zwei Dreiecke, welche die Seiten A B und B und 
den Winkel C gemeinschaftlich haben, nur dann congruent sein 
müssen wenn B C <^ A B, das lässt sich aus den Begriffen der 
geraden Linie, des Winkels und des Dreiecks, mitsammt den 
euklidischen Axiomen, nimmermehr logisch beweisen: man muss 
sich eben die betreffenden Figuren vorstellen um ed einzusehen. 
Was dabei, ausser diesen Begriffen und Axiomen, vorausgesetzt 
wird, ist demnach synthetischer, und, da es die nämliche 
Apodicticität, Allgemeinheit und Exactheit beansprucht wie die 
Axiome, zugleich apriorischer Natur. Man könnte zwar meinen, 
wir hatten es hier nur mit synthetischen Urtheilen aposteriori zu 
thun: denn man könne doch in der Vorstellung die betreffenden 
Figuren nach Belieben varüren lassen, und sich so durch eine 
„innere Augenblickser&hrung" davon überzeugen, in welchen 
Fällen bestimmte Yerhältnisse bei denselben vorkommen oder nicht 
vorkommen (Eroman, a. a. 0. Cap. 7, 8). Ich leugne nicht dass diese 
innere Augenblickserfahrung bei der Sache eine Rolle spielt, glaube 
aber dass dadurch der apriorische Charakter der erwähnten Einsich- 
ten weder hinweggeschafft noch erklärt wird. Detin durch die innere 
Augenblickserfahrung können wir doch (scheint es) immer nur unsere 
Vorstellung vom Baume, nicht den Raum selbst kennen lernen ; 
und dennoch beziehen sich die geometrischen Sätze auf Verhält- 
nisse, welche auch für Letzteren unbedingte Geltung beanspruchen. 
Es fragt sich woher wir wissen, was wir unbedenklich vorausset- 
zen, dass die Verhältnisse im gegebenen Räume allgemein und voll- 
kommen genau mit unserer Vorstellung von diesen Verhältnissen 
übereinstimmen ; — sodann, wie selbst unser Wissen um die v o r g e- 
stellten Verhältnisse absolute Exactheit beanspruchen könne, 
da doch die Beobachtung unserer Phantasiebilder genau so unexact 
ist wie diejenige des Gegebenen. — Auf diese Fragen kommen 
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wir spater zurück; fOr jetzt genügt uns die Einsicht, dass nicht 
nur bei der Grundlegung, sondern auch beim Aufbau der Oeo- 
metrie, fortwährend synthetisch-apriorische Yoraussetzungen als 
Material verwendet werden. Diese im thatsachlichen Denken ge- 
gebenen Yoraussetzungen der Geometrie werden wir vor Allem 
genauer kennen zu lernen versuchen. 

43. Der weeentiiche Inhalt unseres räumlichen Wissens. Ein- 
leitende Bemerkungen. Die vorhergehende Untersuchung hat uns 
zwar gelehrt dass bei der geometrischen Deduction ürtheile vor- 
ausgesetzt werden, deren thatsächliche Gewissheit sich weder aus 
gegebener Erfahrung noch aus willkürlichen Definitionen erklären 
laset; die Trage aber, wie viele und welche Yoraussetzungen die- 
ser Art für den Aufbau der Geometrie nothwendig und zurei- 
chend seien, hat sie nicht entschieden. Auch die Lehrbücher der 
Geometrie haben für diese Frage keine endgültige Antwort; die- 
selben pfl^n zwar einige unbeweisbare aber selbstverständliche 
Grundsätze an die Spitze ihrer Beweisführungen zu stellen, kön- 
nen aber weder die Yollständigkeit noch auch die gegenseitige 
Unabhängigkeit derselben gewährleisten. „Es ist ohne weiteres 
durchaus nicht ersichtlich, ob die verschiedenen, hierher gehöri- 
gen Annahmen wirklich das nothwendige und hinreichende System 
der Axiome darstellen, ob nicht manche ein&chste Anschauungs- 
verhaltnisse, etwa weil sie sich der geometrischen Betrachtung 
überall als selbstverständliche Yoraussetzungen aufdrängen, über- 
, gangen worden sind. Es ist ohne besonderen Beweis ebensowenig 
klar, ob jene Annahmen in der That Axiome sind, ob sie wirk- 
lich einen Beweis weder brauchen noch vertragen; denn es ist 
auch hier möglich, dass sich einfachere Anschauungselemente fin- 
den lassen, die ihnen zu Grunde liegen, und die nur deshalb 
nicht sofort hervortreten, weil sie wegen ihrer unmittelbaren 
Evidenz nicht als besonders zu beachtende Eigenschaften unserer 
Raumvorsteliung angesehen werden" (Ebdicank, a. a. 0. S. 14). 
Auch lässt sich diese Schwierigkeit mit Hülfe der früher (27) 
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erörterten Untersachungsmethoden nicht ohne Weiteres heben. 
Denn die Gfeometrie pflegt, wie schon bemerkt wurde, ihre Lehr- 
sätze durchwegs an der Figar zu demonstriren, ist dabei aber 
für die Möglichkeit ihrer Constructionen und Hülfsconstmctionen 
an die gegebenen Eigenschaften des Baumes gebunden. Indem 
sie diese Möglichkeit voraussetzt, setzt sie demnach Etwas über 
gewisse Eigenschaften des Baumes voraus; und es lässt sich oft 
nicht so leicht entscheiden, ob dieses Etwas schon in den aus- 
drücklich erwähnten Yoraussetzungen enthalten ist oder nicht 
Andererseits ist offenbar der umstand, dass es bis jetzt nicht ge- 
lungen ist ohne eine bestimmte Voraussetzung in der Geometrie 
auszukommen, keineswegs genügend um zu beweisen, dass die- 
selbe nicht schon in anderen Yoraussetzungen logisch enthalten 
ist, und also unter den letzten Prämissen geometrischen Wissens 
keine selbständige Stelle einnimmt. Eine genaue Feststellung des 
Thatsachenmaterials : eine exacte Beantwortung der Frage was 
wir eigentlich beim geometrischen Denken voraussetzen, lässt sich 
demnach auf diesem Wege nicht erreichen. 

44. Die Versuche Legendre's und Lobatschewsky's fiber die 
ericenntnisstheoretlsclie Natur des Parallelenaxioms. Dennoch 

verdienen einzelne der hierher gehörigen Untersuchungen, welche 
durch die spätere Forschung (vgl. 48) in überraschender Weise 
bestätigt worden sind, erwähnt zu werden. Dieselben beziehen 
sich auf die spedelle Frage, ob das Parallelenaziom sich 
auf die anderen Axiome reduciren lasse oder nicht, ob es dem- \ 
nach zusammengesetzter oder einfacher Natur sei. — Lvoekdbe ho b 
hervor, dass dieses Axiom mit dem Lehrsatz, nach welchem die 
Winkelsumme im geradlinigen Dreieck gleich zwei Rechten ist, 
zusammenfällt; und versuchte es in dieser Fassung aus dem 
Axiom von der geraden Linie zu beweisen. Das Einzige was er 
erreichen konnte war aber der Beweis, dass erstens die Winkel- 
summe im geradlinigen Dreieck nicht grösser als zwei Hechte 
sein könne, und dass zweitens, wenn es ein einziges Dreieck 
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gebe in welchem dieselbe gleich zwei Hechten sei, das Nämliche 
auch für jedes Dreieck zutreffen müsse. Dass die Winkelsumme 
im geradlinigen Dreieck auch nicht kleiner als zwei Bechte 
sein könne, vermochte er nicht zu beweisen: vielmehr erklärte 
er die Schwierigkeiten, welche sich der Lösung dieses Problems 
entgegensetzen, für unüberwindlich ^). Aus dem Fehlschlagen der 
Yersuche LiBOBNDBifi's liess sich schon die Yermuthung rechtferti- 
gen, dass aus der Verbindung geometrischer Definitionen mit dem 
Axiom von der geraden Linie die Gtowisslieit des Farallelenaxioms 
sich nicht entwickeln lasse. — Einen zweiten Schritt, gleich&lls 
auf experimentellem Wege, that LosiLTSCHEwsKY. Statt zu versu- 
chen aus Definitionen und dem Axiom von der geraden Linie 
das Parallelenaxiom aufzubauen, bracjite er eine Verbindung zu 
Stande zwischen dem Axiom von der geraden Linie und einem 
dem Parallelenaxiom widersprechenden XTrtheiL Er 
ging dabei von dem richtigen Gedanken aus, dass, wenn das Par 
rallelenaxiom in irgendwelcher Weise in dem Axiom von der 
geraden Linie logisch enthalten sei, sich aus jener Verbindung 
nothwendig Widersprechendes ergeben müsse. Er fand aber, dass 
aus der Verbindung des Axioms von der geraden Linie mit dem 
Satz dass die Winkelsumme des Dreiecks kleiner als zwei Bechte 
sei, sich eine Beihe von Folgerungen entwickeln lässt, welche 
zwar selbstverständlich für den gegebenen Baum nicht gelten, 
aber dennoch keine inneren Widersprüche enthalten'). Dieses 
Ergebnisse welches dasjenige Leoendbb's bestätigte, gab der Ver- 
muthung, dass wenigstens ein Theil der in dem Parallelenaxiom 
ausgedrückten Wahrheit elementarer Natur sei, eine neue Stütze. 
Alft vollständig entscheidend dürfte es dennoch nicht angenommen 
werden: schon desshalb nicht weil Experimente mit n^ativem 



i) Leoendre, R^flexions aar diflförentes maniires de d^montrer la thtorie des 
parallÄles. M^m. de l*Acad. XII, 1833. — Die Beweise findet man angeführt bei 
Delboeuf, Prol^om^es philosophiques de la gtometrie Li^ 1860, p. 236 sqq. 

2) LoBATSCHEWSKY, Geometrische Untersuchungen zur Theorie der Parallellinien. 
2e Aufl. Berlin 1887. 
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Ausgang niemals voUsiändig entscheidend sind. Die Mdglichkeit 
blieb offen, dass in einer von Legendbe übersehenen Weise, sich 
dennoch der Satz, dass die Winkelsamme des Dreiecks nicht 
kleiner als zwei Hechte sein könne, aus dem Axiom von der ge- 
raden Linie herleiten lasse; und dass das Experiment Lobat- 
schewsey's, wenn er es nur weiter fortgeführt Ultte, zuletzt den- 
noch sich widersprechende XJrtheile zu Tage gefordert hätte. Aus- 
serdem blieb es aus den früher angeführten Gründen jedenfalls 
ungewiss, ob nicht noch andere als die erwähnten Axiome un- 
bewusst dazu mitwirken, die geometrische Beweisführung zu er- 
möglichen. 

45. Die Untersuchungen Riemann'a und Helmhollz': die Methode. 

Die endgültige Lösung der Frage nach den thatsächlichen (Grund- 
lagen geometrischer Gtewissheit yerdanken wir den Forschungen 
zweier deutscher Mathematiker: BcEUAiof's und Helmholtz'. Das 
Misslingen der bisherigen Yersuche musste vor Allem dem um- 
stände zugeschrieben werden, dass bei der anschaulichen Beweis- 
führung die Möglichkeit der Mitwirkung unbewusster Yorausset- 
zungen nicht ausgeschlossen werden konnte. Diese Schwierigkeit 
liess sich aber beseitigen, da die analytische Geometrie es ermög- 
licht, begrifßiche Yerhältnisse an die SteUe der anschaulichen 
Yerhältnisse treten zu lassen. Sämmtliche Baumyerhältnisse lassen 
sich "liämlich als Abhängigkeitsverhältnisse zwischen Grössen 
betrachten, und als solche in analytischer Form darstellen ; diese 
anidytischen Formeln aber kann man durch blosse Rechnung aus 
einander abzuleiten versuchen. G^etzt nun es gelänge, in dieser 
Weise die Formel für ein beliebiges räumliches Yerhältniss aus 
der Formel für ein anderes räumliches Yerhältniss zu entwickeln, 
so könnte man ganz gewiss sein, dass das Eine in dem anderen 
logisch enthalten wäre: denn das arithmetische Denken ist, wie 
wir gesehen haben, durchwegs analytischer Natur. Aus solchen 
Erwägungen entsprang nun der Gedanke, ob es nicht möglich 
sein sollte, ein System von Yoraussetzungen aufzufinden, aus 
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denen sich dnrch blosse Bechnung sämmtliche uns bekannten 
räumlichen YerhUtnisse, als Grössenverbältnisse betrachtet, ab- 
leiten liessen. Wäre dieses gelungen, so wäre damit offenbar das 
uns jetzt vorliegende Problem gelöst : es wäre bewiesen, dass diese 
und eben nur diese letzten Prämissen, bewusst oder unbewusst, 
der geometrischen Beweisführung zu Grunde liegen. Und damit 
wäre der nothwendige Ausgangspunkt geschafften, um auch für 
die Frage, woher die Gewissheit dieser letzten Prämissen stammt, 
wenigstens eine Antwort suchen zu können. 

Als Ausgangspunkt der sich hierauf beziehenden Untersuchun- 
gen musste nun offenbar der nackte Begriff des functionellen 
Verhältnisses überhaupt genommen, und sodann gefragt werden 
welche nähere Bestimmungen zu diesem Begriffe hinzugedacht 
werden müssen, um die speciellen Abhängigkeitsyerhältnisse, welche 
unsere Geometrie kennte herauszubekommen. Einzelne dieser 
näheren Bestimmungen liegen allerdings unmittelbar zur Hand. 
Aus der unendlichen Menge der Systeme, innerhalb deren Be- 
stimmungen nach n unabhängig veränderlichen Grössen möglich 
sind, scheidet sich das System der Punkte im Baume erstens 
dadurch aus, dass jeder Punkt durch drei unabhängig Yariabele 
bestimmt wird; zweitens aber dadurch, dass dieselben conti- 
nuirlich ihre Grösse ändern. In ersterer Beziehung unterscheidet 
sich etwa das Baumsystem von dem Systeme der Töne, da jeder 
Ton (abgesehen von der Klangfarbe) durch zwei unabhängig 
vei^nderliche Grössen, Tonhöhe und Tonstärke, vollständig bestimmt 
wird; in der zweiten unterscheidet es sich von dem Systeme der 
f&r ausgeliehene Kapitalien zu zahlenden Zinsen, indem hier 
sämmtliche unabhängig Yariabele (Kapital, Zinsfuss, Zeit) nur als 
sprangweise veränderlich in Betracht gezogen werden. — Diesen 
Begriff einer durch drei continuirlich veränderliche 
Grössen bestimmten Mannigfaltigkeit gilt es nun 
durch HinzufQgnng weiterer Merkmale so lange einzuschränken, 
bis nur noch die Möglichkeit des in unserer Geometrie gegebenen 
Syatemes von Abhängigkeitsverhältnissen zurückbleibt Die hierher 
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gehörigen üntersuchangea sind yon Bisbcann^ angefangen, nnd 
von Hblmholtz za Ende geführt worden: im Interesse einer 
systematischen Darstellung empfiehlt es sich aber, hier die Er- 
gebnisse derselben in umgekehrter Beihenfolge vorzufahren. 

46. Die Untersuchungen Helmholtz'. Helkholtz geht von der 

Thatsache aus, „dass alle ursprüngliche Baummessung auf Beob- 
achtung der Congruenz beruht Yon Congruenz kann man 

aber überhaupt nicht reden, wenn nicht feste Körper oder Punkt- 
systeme in unveränderlicher Form zu einander bewegt werden 
können, und wenn Congruenz zweier Baumgrössen nicht ein 
unabhängig von allen Bewegungen bestehendes Faktum ist" 
(W. A. 621). Da nun in der Geometrie die Möglichkeit der Gon- 
gruenz fortwährend vorausgesetzt wird, werden die Bedingungen 
für diese Möglichkeit auch Bedingungen fär die Geltung der 
Geometrie überhaupt sein müssen. Hätten wir diese Oongruenz- 
bedingungen analytisch formulirt, so könnte daraus über die 
Abhängigkeitsverhältnisse, welche in einer diesen Bedingungen 
entsprechenden Mannigfaltigkeit möglich sind, vielleicht etwas 
abgeleitet werden, und indem wir dieses Etwas mit den in un- 
serer Geometrie geltenden Abhängigkeitsverhältnissen veiglichen, 
liesse sich vielleicht die specifische Differenz, wodurch sich das 
Baumsystem von dem höheren Begriff einer „congruenten Man- 
nigfaltigkeit" unterscheidet, etwas genauer bestimmen. 

In der That hat nun Heluholtz auf diesem Wege wichtige 
Besultate erreicht Seine Voraussetzungen sind : erstens mehrCache 
Bestimmtheit und Continuität; zweitens das Erfülltsein der Gon- 
gruenzbedingungen. Indem er dieselben analytisch formulirt, kommt 
er zu folgenden Merkmalen einer n-fach bestimmten, continuir- 
lichen, congruenten Mannigfaltigkeit: 

1. Jedes Element in derselben ist bestimmbar durch Abmes- 
sung von n continuirlich veränderlichen, von einander unabhän- 
gigen Grossen (Goordinaten). 

2. Es giebt bew^liche aber in sich feste Systeme von Elementen ; 
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d. h. zwischen den 2n Coordinaten jedes Elementepaares welches 
einem solchen Systeme angehört, besteht eine Gleichung, welche 
unabhängig davon ist, ob das System seine Stellung innerhalb 
der Mannigfaltigkeit überhaupt ändert 

3. Die festen Systeme von Elementen sind vollkommen frei 
beweglich; d.h. jedes Element derselben kann in jedes andere 
Element continuirlich übergehen, soweit es nicht durch die Glei- 
chungen, die zwischen ihm und den übrigen Elementen des 
festen Systemes zu dem es gehört bestehen, gebunden ist. 

4. Wenn ein festes System von Elementen seine Stellung in* 
nerhalb der Mannigfaltigkeit überhaupt solcherweise ändert, dass 
dabei n-1 seiner Elemente unveränderte Coordinaten behalten, 
so führt diese Aenderung schliesslich zu dem Anfangszustand 
zurück, von dem sie ausgegangen war. 

Es ist klar, dass diese Yoraussetzungen, auf Baumverhältnisse 
angewendet, nichts weiter enthalten als die Forderungen der 
mehrhchen Ausdehnung und Continuität, der Existenz fester und 
fm beweglicher mathematischer Körper, und der Unabhängigkeit 
der Form dieser Körper von der Drehung, welche auch von der 
gewöhnlichen Geometrie angestellt werden. Es war nicht ganz 
möglich, aus der analytischer Formulirung alles was an specielle 
Baumverhältnisse erinnert auszuschliessen, da es der Sprache oft 
an einen Ausdruck für die entsprechenden analytischen Verhält- 
nisse fehlt Dennoch habe ich es (hierin etwas von Heocholtz 
abweichend) versucht; um dadurch die Thatsache, dass wir es 
hier nur mit diesen analytischen Verhältnissen zu thun haben, 
besser hervorzuheben. Wir haben (allerdings mit Bücksicht auf 
die gegebenen Baumverhältnisse) den AUgemeinbegrifF des functio- 
nellen Verhältnisses überhaupt durch die Hinzufügung vier neuer 
(und wie die Bechnung zeigt von einander unabhängiger) Merk- 
male specificirt, und so den Begriff einer n-fach bestimmten, 
continuirliohen, congruenten Mannigfaltigkeit zu Stande gebracht. 
Unsere Untersuchung gehört noch immer der reinen Grössen- 
lehre an. 
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Helmholtz fsLuA nan, dass wenn obige vier Bedingungen 
(zunächst nur für Elemente mit unendlich kleinen Coordinaten- 
unterschieden) erfüllt seien, für je zwei unendlich wenig 
verschiedene Elemente innerhalb eines festen Sys- 
temes eine homogene Function zweiten Grades 
von den Differentialen existiren müsse, welche bei 
der Bewegung des festen Systemes unverändert 
bleibt. Für die mathematische Begründung dieses Satzes muss, 
dem Zwecke dieses Buches entsprechend, auf die HELMHOLTZ^sche 
Abhandlung verwiesen werden ; nur über die Art der Begründung 
und die Bedeutung des Ergebnisses mag hier Einiges bemerkt 
werden. — Nach der zweiten HsucHOLTz'schen Forderung muss 
es zwischen je zwei Elementen eine Oleichung, demnach zwischen 

m Elementen — ^ — - Gleichungen geben. In diesen Gleichungen 

kommen aber (wenn wir eine «»-fach bestimmte Mannigüaltigkeit 

betrachten) mn unbekannte (Coordinaten) vor; und von diesen 

müssen, damit die im dritten Postulat gestellte Forderung der 

» (n + 1) 
vollkommen freien Beweglichkeit erfüllt sei, wieder — 5— ^ — 

verfügbar bleiben. Denn das erste Element eines festen Systemes 
muss absolut beweglich, und seine n Coordinaten müssen dem- 
nach wilU^ürlich bestimmbar sein ; das zweite Element ist durch 
die Gleichung, welche zwischen ihm und dem ersten bestdit, 
theilweise bestimmt, und eine seiner Coordinaten wird Function 
der (n-1) übrigen; filr das dritte Element bestehen zwei Gleichun- 
gen und müssen demnach (n-2) Coordinaten verfügbar bleiben, 

U.S. w. ; sodass im Gttnzen n-f (n-1) + (n- 2) -f ....-[- 1 = J" 

Unbekannte der freien Bestimmung überlassen bleiben. Daraus 
geht aber hervor dass, wenn m >* (n -f- 1)) die Zahl der Gleichun- 
gen grösser ist als die Zahl der Unbekannten. Es kann also nicht 
jede beliebige Art von Gleichungen zwischen den Coordinaten je 
zweier Elemente bestehen; sondern es lässt sich fragen wie diese 
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Gleichungen beschaJBTen sein müssen, wenn den aufgestellten Be- 
dingungen genfigt werden soll Eben diese Irage hat Helmholtz 
beantwortet 

Für die Erkenntnisstheorie sind die Untersuchungen Hblmholtz' 
hauptsächlich desshalb von grosser Bedeutung, weil sie es ermög- 
lichen, die specifischen Merkmale, wodurch sich das Baumsystem 
von dem höheren Begriff einer n-fach bestimmten, continuirlichen, 
coDgruenten Mannigfaltigkeit unterscheidet, scharf zu bestimmen. 
Denn aus diesen Untersuchungen wissen wir, dass in einer sol- 
chen Mannigfaltigkeit für je zwei benachbarte Elemente eines 
festen Systemes eine unveränderliche homogene Function zweiten 
Grades von den Differentialen ezistiren muss; nun wissen wir 
aber aus der Geometrie, dass für je zwei benachbarte Funkte 
eines festen mathematischen Körpers in der That eine unverän- 
derliche homogene Function zweiten Grades von den Differentia- 
len existirt: diejenige Function nämlich welche wir die Ent- 
fernung der beiden Funkte nennen und durch die Formel: 

ausdrücken« Damit sind wir aber offenbar unserem Ziele um einen, 
bedeutenden Schritt näher gekommen. Denn erstens haben wir 
jetzt Gewissheit darüber, dass die Merkmale der dreifachen Aus- 
dehnung, der Continuitat und der Gongruenz nicht genügen, 
um die bestimmte Art der Abhängigkeitsverhältnisse welche in 
unserem Baume gelten, vollständig zu bestimmen. Zweitens aber 
erkennen wir, dass, um aus dem allgemeinen Fall einer dreifach 
bestimmten, continuirlichen, congruenten Mannigfaltigkeit den 
Special&ll unseres Baumes herauszubekommen, zu dem ersteren 
Begriffe solche weiteren Merkmale hinzugedacht werden müssen, 
als erfordert sind um für je zwei Elemente, statt einer unver- 
änderlichen homogenen Function zweiten Grades überhaupt, nur 
jene ganz bestimmte Function welche in unserem Baume gilt, 
zulässig zu machen. Es ist das Yerdienst Bushann's, diese weite- 
ren Merkmale entdeckt zu haben. 
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47. Die Untersuchungen Riemann's. Der yon Hblmholtz als 

charakteristisch für die n-&ch bestimmte, contijQaiiüche, congra^ite 
Mannigfaltigkeit nachgewiesene Satz, dass für je zwei benachbarte 
Elemente eines festen Systemes eine constante, homogene Function 
zweiten Orades von den Differentialen existiren muss, war von Rie- 
UAJXN an die Spitze seiner Untersuchungen gestellt worden. Er hatte 
hypothetisch vorausgesetzt dass es eine solche. Function gebe, and 
sodann untersucht, welche specielle Form dieselbe annehmen müsse, 
damit auch für Elemente mit endlichen Coordinatenunterschie- 
den die (analytisch gefassten) Congruenzsätze (Helbiholtz' Postulate 
2 bis 4) Geltung haben. Er fand dass dieses nur möglich sei, 
wenn ein gewisser aus der Bechnung hervorgehender algebraischer 
Ausdruck für das ganze Oebiet der betreffenden Mannigfialtigkeit 
constant bleibe. Wenn dieser algebraische Ausdruck durch a 
vorgestellt wird, so erhält .die für je zwei Elemente geforderte 
unveränderliche Function folgende Form: 

ds= —vy'^dx^ 

^4 

Hierbei kann x positiv, negativ oder Null sein; und für jeden 
dieser drei Falle ergiebt sich ein eigenes System von Abhängig- 
keitsverhältnissen. Setzt man « = 0, so ergiebt sich ein 
System von Abhängigkeitsverhältnissen, welches 
mit dem Systeme der in unserem Baume geltenden 
Abhängigkeitsverhältnisse identisch ist — Auch 
hier muss für die mathematische Begründung auf die Original- 
arbeit verwiesen werden: zum besseren Yerständniss mag aber der 
abstracten Untersuchung die Anwendung auf einen concreten, 
anschaulich vorstellbaren Fall an die Seite gestellt werden. 

Die Ergebnisse der BiEUANN-HELMHOLTz'schen Untersuchungen 
lassen sich, wie aus unserem Beferate hervorgeht, auf jede n-fach 
bestimmte Mannigfaltigkeit, unabhängig von der Zahl der unab- 
hängig veränderlichen Grössen, anwenden. Wir wählen zur Veran- 
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schaulichimg derselben die zweifach bestimmte Mannigfaltigkeit der 
innerhalb einer gegebenen Fläche befindlichen Funkte. Für diesen 
Fall zeigt sich, dass innerhalb einer beliebigen krum- 
men Fläche die vier HsLMHOLTz'schen Bedingungen (fär unend- 
lich nahe Punkte) erfüllt sind, und demnach für je zwei unend- 
lich nahe Punkte eines festen Punktesystemes eine homogene 
Function zweiten Gerades von den Differentialen der Coordinaten 
existirt, welche bei Bewegung des Systemes innerhalb der Fläche 
unverändert bleibt Sollen aber die HELHHOLTz'schen Bedingungen 
auch für Punkte von endlicher Entfernung gelten, soll also auch 
für endliche Figuren innerhalb der Fläche Congruenz möglich 
sein, so muss eine bestimmte Grösse, welche schon von Gauss 
als das Krümmungsmaass der betreffenden FBU^he bezeichnet 
worden war, und welche der früher genannten Grösse » analytisch 
entspricht, für die ganze Fläche constant sein. Je nachdem aber 
dieses Krümmungsmaass positiv, negativ, oder gleich Null gesetzt 
wird, geht die gegebene krumme Fläche entweder in eine Eugel- 
fläche, oder in eine Pseudosphäre ^), oder in eine Ebene über. 
Bei allen sonstigen Flächen ist das Krümmungsmaass veränder- 
lich, und ist demnach im Allgemeinen Uebertragung einer Figur 
von einem Orte der Fläche zu einem anderen ohne Form- 
veränderung nicht möglich. — Aus diesem Grunde hat nun 
BiEMANN ganz allgemein die algebraische Grösse, deren Gonstanz 
für das Gebiet einer beliebigen Mannigfaltigkeit die Congruenz 
endlicher Systeme innerhalb dieser Mannigfaltigkeit ermöglicht, 
das Krümmungsmaass der Mannigfaltigkeit genannt; 
und weiterhin, je nachdem dieses Krümmungsmaass positiv, negativ 
oder gleich Null ist, die Mannigfaltigkeit selbst als eine sphä- 
rische, pseudosphärische oder ebene bezeichnet. 



1) Pseudosphäre nennt man eine Art von Flächen, welche dadorch gekenn- 
zeichnet sind, dass die beiden Hauptkrümmungen ihre Concavität nach entgegen- 
gesetzten Seiten kehren. Man denke etwa an die Oberfläche eines Sattels, oder 
an die Aussenseite eines kelchförmigen Champagnerglases mit unendlich verlän- 
gertem, stets dünner werdendem Stiele. 
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48. Das Gesammtergebniss der Riemann-Helmholtz'schen 

Untersuchungen. Die BiSBiANN-HELMHOLTz'schen üntersuchangen 
ermöglichen es, den Allgemeinbegriff einer n-£ach bestimmte 
Mannigfaltigkeit durch allmählige nnd genau controlirbare TTin- 
zufägung neuer Merkmale in solcher Weise und bis zu dem 
Punkte einzutheilen, dass man zuletzt zu einer Species gelangt, 
welche mit dem in unserem Baume geltenden Systeme von Ab- 
hängigkeitsbeziehungen zusammenfällt Aus dem Yorhergehenden 
erheUt, dass diese Eintheilung nach folgendem Schema stattfin- 
den kann: 

n-fach bestimmte Mannig£EÜtigkeit 



Continuirlich veränderliche 
Goordinaten. 



Discontinuirlich veränderliche 
Goordinaten. 



Congruenz für unendlich 

kleine Theile 
(es existirt für je zwei un- 
endlich wenig verschiedene Ele- 
mente eine homogene Function 
zweiten Grades von den Diffe- 
rentialen der Goordinaten). 



Nicht-Gongruenz. 



Gonstantes Krümmungsmaass 
(Gongruenz endlicher Theile) 

1 



Yariabeles Krümmungsmaass. 



d8 = 



» 



1^2 rfa?» 



^4 



«( = » positiv » negativ 

(ebene Mannigf.) (sphärische Mannigf.) (pseudosph. Mannigt). 

3-fache Bestimmung 1-, 2-, 4-, 5-, ... n-fache Bestimmung, 
(d« = 1/ (da;» -f- dy» + di?»)). 
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Wir können demnach das System der in unserem Baume gel- 
tenden Abhängigkeitsbeziehungen bestimmen als eine drei- 
fach bestimmte, continuirliche, in sich congruente 
Mannigfaltigkeit, deren Erümmungsmaass con- 
stant = ist 

Damit wäre also eine erschöpfende Charakteristik des in un- 
serem Baume geltenden Systemes von Abhängigkeitsbeziehungen 
gewonnen; wir hätten sämmtliche Voraussetzungen, welche, be- 
wusst oder unbewusst, dem geometrischen Denken zu Grunde 
liegen, beisammen ; und wir könnten uns sogleich der Frage zu- 
wenden, wie sich die fhatsächliche Gewissheit derselben erklären 
lasse, um aber fär die auf diese Frage sich beziehende Unter- 
suchung einen festen Boden zu gewinnen, muss zuerst an der 
Form der bis jetzt erreichten Besultate noch etwas geändert werden. 

Es ist nämlich klar, dass nicht alle Merkmale des in unserem 
Baume geltenden Systemes von Abhängigkeitsbeziehungen, welche 
wir bis jetzt kennen gelernt haben, bei dem thatsächlichen geo- 
metrischen Denken in der Form in welcher wir sie 
kennen gelernt haben, vorausgesetzt werden. Allerdings: 
die Annahmen der Dreidimensionalität und der Continuität liegen 
der ganzen Geometrie zu Grunde; die Existenz fester und frei 
beweglicher mathematischer Körper wird schon bei dem Beweis 
der Congruenzsätze — , die Unabhängigkeit der Form dieser 
Körper von der Drehung bei der Construction des Kreises vor- 
ausgesetzt. Die Constanz des Krümmungsmaasses setzt die Geome- 
trie gleichfalls schon dadurch voraus, dass sie ihre Congruenzsätze 
auch für Körper von endlicher Ausdehnung gelten lässt Wie 
aber mit dem NuUwerth des Krümmungsmaasses? Es ist aus 
dem Yorhergehenden klar, dass derselbe in irgend einer Form 
vorausgesetzt werden muss; da sonst andere Abhängigkeitsbe- 
ziehungen (wie sie in einer „sphärischen" oder „pseudosphärischen" 
Mannigfaltigkeit gelten) uns ebenso möglich erscheinen müssten 
wie diejenigen, welche wir in unserer Geometrie anerkennen. Es 
ist aber ebenso klar, dass derselbe nicht als solcher von 
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der gegebenen Geometrie vorausgesetzt wird: dass wir z.B. über 
den Satz, der die Entfernung zweier Punkte der Quadratwurzel 
aus der Summe der Quadraten der Coordinatenunterscbiede 
gleichsetzt, volle Öewissheit erhalten können, ohne über das 
Krümm ungsmaass je etwas gehört zu haben. Die nämliche Vor- 
aussetzung, welche wir analytisch als Nullwerth des Krümmungs- 
maasses ausdrücken, muss demnach in einer anderen, anschau- 
lichen Form auch von der gewöhnlichen Oeometrie gemacht 
werden. Es lässt sich schon von vornherein yermuthen, dass die 
Axiome, welche die gewöhnliche Geometrie ihrer Beweisführung 
zu Grunde legt, und welche in den Yoraussetzungen der drei- 
fachen Ausdehnung, der Continuirlichkeit und der Congruenz nicht 
enthalten sind, hierbei eine Bolle spielen werden. Und in der That 
wird diese Yermuthung durch die weitere Untersuchung bestätigt 
Es ergeben nämlich die BiEMANN'schen Untersuchungen das 
wichtige Besultat, dass für die sphärische Mannigfaltigkeit weder 
zum Axiom von der geraden Linie noch zum Parallelenaxiom 
Analoga existiren; dass für die pseudosphärische Mannigfaltigkeit 
wohl zum Axiom von der geraden Linie, nicht aber zum Faral- 
lelenaxiom ein Analogen existirt ; und dass nur für die ebene 
Mannigfaltigkeit beide Axiome, oder Analoga zu 
denselben, gelten. Wäre das System der im Baume gelten- 
den Abhängigkeitsbeziehungen eine dreifach ausgedehnte, continuir- 
liche, in sich congruente sphärische Mannigfaltigkeit, so wären 
zwischen je zwei Punkten mehrere gerade Linien möglich^ und 
innerhalb einer der Ebene entsprechenden Fläche gäbe es keine 
gerade Linien, welche bei genügender Yerlängerung sich nicht 
schneiden sollten; die Summe der Dreieckswinkel wäre demnach 
grösser als zwei Bechte, und der Baum wäre nicht unendlich 
gross. Wenn dagegen das Baumsystem eine drei&ch ausgedehnte, 
continuirliche, in sich congruente pseudosphärische Mannig- 
faltigkeit wäre, so liesse sich zwar zwischen je zwei Punkten nur 
Eine Gerade ziehen, und die Unendlichkeit der Baumes bliebe 
gewährt; aber es Hessen sich zu einer gegebenen Gerade durch 
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einen gegebenen Funkt unzählige Parallele fähren^ und die Summe 
der Dreieckswinkel wäre kleiner als zwei Rechte. Nur für die 
ebene Mannigfaltigkeit der Funkte im gegebenen Baume gelten 
die beiden Axiome, und ist die Summe der Dreiecks winkd zwei 
Hechten gleich. Die der gewöhnlichen Geometrie zu 
Orunde liegende Voraussetzung der Gültigkeit bei- 
der Axiome ist demnach mit der analytischen Yor- 
aussetzung des Nullwerthes des Erümmungsmaas- 
ses inhaltlich identisch. 

Es erübrigt noch, kurz auf die XTebereiustimmuDg dieses Er- 
gebnisses mit den früher (44) besprochenen Besultaten Leoendbb's 
und Lobatschewsey's hinzuweisen. Jetzt wird nämlich erklärlich, 
warum der Erstere, indem er ausser den Congruenzbedingungen 
nur das Axiom von der geraden Linie voraussetzte, daraus wohl 
beweisen konnte dass die Summe der Dreieckswinkel nicht grös- 
ser, nicht aber dass sie nicht kleiner als zwei Bechte sein könne. 
Denn jenes Axiom gut gleichmässig für die ebene und für die 
pseudosphärische Mannigfaltigkeit, nicht aber für die sphärische: 
durch die Yoraussetzung desselben war demnach nur der letztere 
Fall, für welchen die Winkelsumme des Dreiecks grösser als 
zwei Bechte ist, ausgeschlossen, über die beiden anderen Fälle 
aber Nichts entschieden worden. — Auch der Yersuch Lobat- 
schewsky's wird durch die Ergebnisse der analytischen Unter- 
suchung glänzend bestätigt Seihe „imaginäre Geometrie", welche 
das Axiom von der geraden Linie voraussetzt, aber daneben die 
Möglichkeit annimmt, durch einen Funkt ausserhalb einer geraden 
Linie mehrere derselben parallele Linien zu construiren, entspricht 
der analytischen Theorie der pseudosphärischen Mannigfaltigkeiten. 
Li der That liefert diese Theorie zu jedem seiner auf syntheti- 
schem Wege gefundenen Sätze das Seitenstück. 

Was aber die Erkenntnisstheorie, sämmtlichen vorhergehenden 
Erörterungen zufolge, den BiEMAKN-HELMHOLTz'schen Untersuchun- 
gen verdankt, ist die Möglichkeit, vollständig und 
genau die einfachen synthetisch-apriorischen Ur- 
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theile festzustellen, aus deren Verbindung alle 
geometrische Gewissheit thatsächlich entsteht Die- 
selben lassen sich folgenderweise formuliren: 

1. Jeder Punkt im Baume wird durch drei unabhängig verän- 
derliche Coordinaten yollstandig bestimmt 

2. Diese Coordinaten sind continuirlich veränderlich. 

3. Die verschiedenen Theile des Baumes sind congruent 

4. Zwischen je zwei Punkten im Baume ist nur Eine gerade 
Linie möglich (der Baum ist unendlich gross). 

5. Zu jeder geraden Linie lässt sich durch einen Punkt aus- 
serhalb derselben nur Eine derselben parallele (in der nämlichen 
Ebene li^nde und dieselbe nicht schneidende) linie construiren. 

Die Bn&MANN-HsLMHOLTz'scben Untersuchungen haben bewie- 
sen, dass aus diesen wenigen Elementarüberzeugungen die ganze 
gewaltige Masse des geometrischen Wissens sich aufbaut — 
Wenn der Chemiker nachweisen kann, dass bei der Entstehang 
eines g^benen Naturkörpers A gewisse Elemente ab cd bethei- 
ligt gewesen sind, und wenn er sodann in seinem Laboratorium 
aus eben diesen Elementen ah cd einen Körper von genau der- 
selben BeschaJSenheit wie A aufbauen kann, so schliesst er dass 
auch in dem Körper A n u r die Elemente ab cd vorkommen. Li 
ganz derselben Weise kann der Erkenntnisstheoretiker nachwei- 
sen, erstens dass bei dem thatsächlichen Zustandekommen geo- 
metrischer Gewissheit immer jene Yoraussetzungen mitwirken, 
zweitens dass aus jenen Yoraussetzungen, bei vollständiger Aus- 
schliessung aller anderen Factoren, ein System von Oewissheiten 
aufgebaut werden kann, welches mit dem gegebenen Systeme 
geometrischer Lehrsätze inhaltlich identisch ist Er schliesst, genau 
so wie Jener, dass auch diesem gegebenen Systeme nur jene 
bestimmte Yoraussetzungen zu Grunde liegen. 

Die Frage nach dem wesentlichen Inhalte unseres elementaren 
räumlichen Wissens wäre damit erledigt Jetzt kommt die andere : 
wie die Thatsache dieses Wissens zu erklären sei? Ihren Grund 
findet dieselbe in der Einsicht, dass dieses Wissen apriorischer 
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Natur ist, cLh. (38) dass os über die gegebeife Erfahrnng 
hinausgeht. Für einzelne geometrische Grundsätze wurde dies 
schon früher (42) yorläufig nachgewiesen : es lässt sich jetzt die- 
ser Nachweis vervollständigen. Denn aus den Biemakn-Helh- 
HOLTz'schen Untersuchungen geht nicht nur hervor, dass Systeme 
von AbhäQgigkeitsbeziehuQgen, welche von dem in unserem Baume 
geltenden Systeme abweichen, sich ohne Widerspruch denken 
lassen; sondern aach dass der Grad dieser Abweichung ein so 
geringfügiger sein könnte, dass wir mit unseren Sinnesorganen 
und Messinstrumenten Nichts davon bemerken würden. Denken 
wir uns den Fall, das System der Funkte im Baume wäre eine 
MannigfjEdtigkeit mit innerhalb sehr enger Grenzen wechselndem 
Ermnmungsmaass, oder auch mit constantem aber äusserst gerin- 
gem positivem oder negativem Erümmungsmaass : so müssten 
im ersteren Fall bewegte Körper eine minimale Formveränderung 
erleiden, im zweiten die Axiome, oder eins derselben, ihre abso- 
lute Exactheit verlieren ; aber weder das Eine noch das Andere 
brauchte für uns wahrnehmbar zu sein. Denken wir uns zur 
Yeranschaulichung (mit Helüholtz) vernunftbegabte zweidimen- 
sionale "Wesen, welche die Oberfläche eines Biesenellipsoids oder 
einer Biesenkugel bewohnten, so würden dieselben von der Krüm- 
mung ihres (zweidimensionalen) Baumes ebensowenig etwas be- 
merken wie wir von der Krümmung der Erdoberfläche; keine 
Beobachtung würde sie darüber belehren, dass der euklidischen 
Planimetrie für ihren Wohnort nur annähernde Gültigkeit zu- 
käme ; — aber umgekehrten Falls würden sie auch niemals volle 
Gewissheit darüber erhalten können, dass die Fläche welche sie 
bewohnen wirklich eine Ebene ist Wie lässt es sich nun erklä- 
ren dass wir, indem wir für die Beobachtung der Yerhältnisse 
in unserem Baume über keine besseren Mittel verfügen als Jene, 
dennoch für die Lehrsätze unserer Geometrie nothwendige und 
vollkommen exacte Wahrheit in Anspruch nehmen? Warum for- 
dern wir bei einer mathematischen Beweisführung nicht jene 
peinliche SorgMt der Messungsmethoden, jene gewissenhafte Aus- 
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Schliessung störender Umstände, ohne welche keine physikalische 
Beweisführung uns überzeugen kann? Warum darf die exacteste 
Wissenschaft, ohne etwas von ihrer Exactheit einzubüssen, mit 
dem rohesten Materiale arbeiten? Warum, endlich, hat die ma- 
thematische Naturwissenschaft, welche bei allen ihren Untersu- 
chungen die Geltung der Axiome bis ins Oebiet des XJnmessbar- 
grossen und des Unmessbarkleinen voraussetzt, niemals das 
Bedürfniss empfunden, sich durch eingehende Messungen, soweit 
es möglich war, von der Richtigkeit dieser Yoraussetzungeu zu 
überzeugen ? 

Das sind die Fragen für welche wir eine Antwort — , die 
Thatsachen für welche wir eine Erklärung zu suchen haben. 



Die Erklärung des Thatsachen. 

49. Die 6inpiri$ti8Clte Theorie. Für die Philosophen der em- 
piristischen Schule, als deren herrorragendster Yertreter wir auch 
für die jetzt yorliegenden Fragen John Stuabt Mill betrachten 
können, ist die Oeometrie, wie die Logik und die Arithmetik, 
eine empiAsche Naturwissenschaft. Die Begriffe welche sie auf- 
stellt, die Yerhältnisse welche sie untersucht, sind durch die sinn- 
liche Wahrnehmung bekannt, aus der sinnlichen Wahrnehmung 
abstrahirt; ihre Grundsätze fiissen nur zusammen, was die sinn- 
liche Wahrnehmung uns lehrt. Die besondere Art der Gewissheit 
aber welche den geometrischen Sätzen anhaftet, die Nothwendig- 
keit, Allgemeinheit und Exactheit welche wir denselben zuschrei- 
ben, wird zum Theil einfach geleugnet, zum Theil auch in der 
nämlichen Weise erklärt wie wir es früher (22, 84) für die lo- 
gischen und arithmetischen Sätze gesehen haben. 

Aus dieser Auffassung der eigentlichen Natur des geometrischen 
Wissens ergeben sich aber wichtige Gonsequenzen. Wenn die 
Untersuchungsobjecte der Geometrie uns durch sinnliche Wahr- 
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nehmung gegeben sein sollen, so wird dasjenige was nicht sinn- 
lich wahrgenommen werden kann, also beispielsweise der 
ausdehnangslose Fnnkt, die eindimensionale Linie, unmöglich 
üntersuchangsobject der Geometrie sein können. Aber weiter: 
auch dasjenige welches bloss thatsächlich der sinnlichen Wahr- 
nehmung niemals dargeboten ^w i r d : der vollkommene Kreis, der 
exact gerade Winkel, kann nicht zu den TTntersucbungsobjecten 
der Geometrie gehören. In der That sind nach Mill die wahren 
Gegenstände geometrischer Untersuchung nicht der ausdehnungs- 
lose Punkt, sondern das „minimum visibile", der kleinste noch 
wahrnehmbare Theil einer Fläche ; nicht die eindimensionale Linie,' 
sondern der Kreidestrich oder der gespannte Faden; nicht der 
vollkommene Kreis, sondern etwa die Durchschnittfläche eines Bau- 
mes; — und die geometrischen Definitionen sollen durch Gene- 
ralisation aus der Wahrnehmung dieser g^benen Objecto ent- 
standen sein. Ist dieses aber einmal zugegeben, so folgt noth- 
wendig, dass den geometrischen Lehrsätzen nur i^proximative 
Wahrheit zukommen kann. Ebensowenig wie die Lehrsätze ande- 
rer Wissenschaften, bieten sie eine vollkommen genaue Erkenntniss 
der Objecto auf welche sie sich beziehen: der Ruf der Exactheit, 
dessen die Geometrie sich erfreut, ist demnach ein&ch usurpirt 
(a. a. 0. I, 258—262). 

Yielleicht dürfte das Angefahrte schon genägen zum Beweis, 
dass Mill auch hier weniger seine Theorie den Thatsachen, als 
die Thatsachen seiner Theorie anzupassen bestrebt ist Allerdings : 
die Frage ob die „wahren" Gegenstände geometrischer Forschung 
ideale Baumconstructionen oder gegebene Objecto sind, ist eine 
ziemlich müssige ; man sagt nicht wesentlich Verschiedenes wenn 
man den Banmdurchschnitt einen unvollkommenen Kreis, und 
wenn man den Kreis einen unvollkommenen Baumdurchschnitt 
nennt Auch darüber sind Alle einverstanden, dass die bekannten 
Sätze aus den Lehrbüchern nur für den Kreis vollkommen genau, 
für den Baumdurchschnitt aber nur approximativ gelten; und es 
könnte ohne Nachtheil dem besonderen Geechmacke eines Jeden 
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Überlassen werden, ob er in einer Theorie des ersteren oder in 
einer Theorie des ^^letzteren das höchste Ziel geometrischen For- 
schens erblicken wilL In der Art and Weise aber wie Mill diese 
Frage erledigt, wird etwas voransgesetzt was am Eingang der 
Untersuchung nicht vorausgesetzt werden darf: dass nämlich die 
Geometrie (oder die Wissenschaft überhaupt) nur auf sinnlich 
wahrnehmbare Einzeldinge sich beziehen kann. Ob diese Vor- 
aussetzung richtig ist, kann nur eine eingehende Untersuchung 
der thatsächlich gegebenen Wissenschaft entscheiden; ohne eine 
solche darf es aber am allerwenigsten für das Gebiet der Geome- 
trie als selbstrerstandlich angenommen werden. Denn hier schei- 
nen doch die Thatsachen am allerwenigsten dazu geeignet zu 
sein, sich dieser Aufhssung anzubequemen. Es ist den Geometem 
niemals eingefallen^ ihr gutes Becht zur Erforschung der Eigen- 
schaften irgend einer Figur davon abhängen zu lassen, ob auch 
in der materiellen Welt Urbilder zu dieser Figur zu finden seien ; 
sie haben mit gleich gutem Gewissen das Tausendeck und die 
Hyperbel, wie das Dreieck und den Kreis zum Gegenstand ihrer 
Untersuchungen gemacht, und sie haben niemals geglaubt dieses 
Yerfiahren erst dadurch rechtfertigen zu können, dass sie nun 
auch mit Bleistift oder Kreide eine annähernd genaue Zeichnung 
der betreffenden Figur zu Stande brachten. Auf die Frage aber 
womit sich denn eigentlich ihre Wissenschaft beschäftige, haben 
sie immer geantwortet: mit Constructionen im Baume. Nun lässt 
sich allerdings fragen: wie man denn von diesem an sich on- 
wahmehmbaren Baum, ausser durch Wahrnehmung der sich 
darin befindenden Dinge, etwas wissen könne; in Beziehung zu 
welcher Wirklichkeit denn eigentlich den geometrischen Sätzen 
Wahrheit zukomme, u. s. w. ; — und in der That muss eine 
richtige Theorie der Mathematik jede dieser Fragen zu beantwor- 
ten im Stande sein. Es lässt sich auch von vornherein die 
Möglichkeit keineswegs ausschliessen, dass diese Antwort im Sinne 
Mill's ausfallen müsste; dass sich demnach sämmtliche Mathe- 
matiker über die eigentliche Natur ihrer Untersuchungen voll- 
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standig und darchgehend geirrt hätten. Soviel aber wird klar 
sein, dass die Sache eine etwas eingehendere Untersuchung er- 
fordert, als MiLL derselben hat zu, Theil werden lassen. 

50. Die effipiri8ti8cbe Theorie. Fortsetzung. Während also 

Hill die geometrischen Definitionen nur als annähernd richtig 
gelten lassen will, glaubt er umgekehrt für die geometrischen 
Axiome eine strenge, von allem Hypothetischen freie, Geltung 
in Anspruch nehmen zu können. Er behauptet aber, damit sei 
nichts Aussergewöhnliches, der Oeometrie Eigenthümliches zuge- 
geben: fast in jeder Wissenschaft gebe es, neben den ürtheilen 
denen nur approximative Wahrheit zukommt, andere, welche voll- 
kommen genau gelten. So in der Mechanik das Trägheitsgesetz, 
in der Astronomie den Satz, dass die Dauer einer Achsendrehung 
der Erde 24 Stunden beti^. Qenau so wie diese, seien auch die 
geometrischen Grundsätze experimentelle Wahrheiten, inductive 
Yerallgemeinerungen aus der Erfahrung. Wer ein^ anderen An- 
sicht sei, müsse die Beweislast auf sich nehmen: denn Jeder 
müsse doch zugeben, dass, selbst wenn die Axiome keine Bestä- 
tigung durch die Erfahrung brauchen sollten, eine solche Be- 
stätigung denselben fortwährend und in endloser Fülle zuströme. 
Die Ursachen, welche in allen anderen F^len Gewissheit erzeugen, 
seien hier vollständig und in unendlich reicherem Maasse wie 
dort vorhanden; für die Annahme specifischer Ursachen liege 
demnach kein einziger Grund vor. Wer sich darauf berufe dass 
vollkommen gerade Linien uns niemals gegeben seien, solle be- 
denken, dass die gegebenen Linien, je geringer ihre Krümmung 
ist, am so besser den geometrischen Axiomen entsprechen : daraus 
erkläre sich unsere XJeberzeugung, dass vollkommen gerade Linien 
auch vollkommen genau in die Axiome passen würden. Dass wir 
ohne thatsächliche Wahrnehmung, durch blosses Experimentiren 
mit unseren Phantasievorstellungen, uns von der Wahrheit der 
Axiome überzeugen können, sei eben kein grosses Wunder : denn 

den geometrischen Figuren komme die charakteristische Eigen- 

13 



V 

1 



194 DOS esoiosTBis. 

thümlichkeit zu, dass unsere Yorstellangen von denselben den 
entsprechenden Wahrnehmungen yoUkommen ähnlich seien. Die 
nothwendige Geltung aber, welche wir den Axiomen zuschreiben, 
sei einfach das Ergebniss einer Association zwischen ausnahmslos 
yerbundenen Yorstellungen : es lehre ja die ganze Geschichte des 
mensdüichen Denkens, wie schwierig es sei Yorstellungen zn 
trennen, wenn die entsprechenden Empfindungen sich niemals 
gesondert dem Gteiste dargeboten haben. Damit seien aber alle 
Grunde, welche man g^n den empirischen Ursprung der geo- 
metrischen Grundsatze angefahrt habe, widerl^ (a. a. O. I, 
264—289). 

Wir werden sogleich untersuchen was diese Theorie zur Er- 
klärung der Torliegenden Thatsachen leisten kann: eine kurze 
Bemerkung über die tou Mill hervorgehobene Eigenschaft der 
Tollkommen adaequaten Beproducirbarkeit geometrischer Figuren 
lasse ich vorhergehen. Eine merkwürdige Eigenschaft in der 
That; — deren scheinbare Selbstverständlichkeit aber das näm- 
liche Problem, welches sie lösen sollte, wieder in sich schliesst. 
Denn wie kommt es doch, dass, während man in keiner andere 
Wissenschaft es sich würde einfallen lassen, für die Beurtheilung 
thatsächlicher Yerhältnisse auf die blossen Erinnerungsbilder der- 
selben sich zu verlassen, man hier dieses Yerfahren ganz natür- 
lich findet? Mill weist darauf hin, dass Mancher auch von zwei 
gesondert wahrgenommenen Farben aus der blossen Erinnerung 
beurtheilen könne, welche die dunklere seL Allerdings : aber wenn 
sich irgend ein wissenschaftliches Interesse an diese Frage knüpfte, 
würde man es dann auch auf die blosse Erinnerung ankommen 
lassen ? Was würde man wohl zu einem Physiker sagen, der ans 
der blossen Erinnerung entscheiden wollte, wievielmal das Son- 
nenlicht stärker ist als das Licht des Mondes? — Aber die Er- 
fahrung, so behauptet Mill, hat gelehrt dass unsere Erinnerungs- 
bilder geometrischer Figuren vollkommen genau mit den Originalen 
übereinstimmen. Ich möchte fragen, wann und wo man Ack denn 
durch exacte Messung von diesw vollkommen genauen IJebertin- 
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Stimmung überzeugt habe? Man wird wohl gestehen müssen: 
niemals und nirgends! Nun wohl: so mache man denn den 
Tersuch! Man vergleiche etwa aus der Erinnerung die Länge 
oder den Erümmungsgrad zweier gesondert wahrgenommener, 
sehr wenig verschiedener Linien. Man wird finden, dass die Bepro- 
duction geometrischer Formen keineswegs exacter ist als 
die Beproduction wahrgenommener Farben oder Töne, und die 
„merkwürdige Eigenschaft", welche Mill zu Gunsten seiner em- 
piristischen Theorie für die geometrischen Formen in Anspruch 
nimmt, ist bei n&herem Zusehen nichts weiter als — ein Froduct 
apriorischer Construction. Wenn die Geometrie eine Wissen- 
schaft von gegebenen Objecten sein soll, und dennoch ohne Ge- 
fahr für die Richtigkeit ihrer Ergebnisse sich auf die Untersu- 
chung blosser Phantasiebilder beschränken kann, so müssen offenbar 
diese Fhantasiebilder Beproductionen früherer Wahrnehmungen, 
und mit diesen Wahrnehmungen genau identisch sein. Geht man 
aber nicht von der petitio principii, sondern von den Thatsachen 
aus, so lässt der Schluss sich umkehren: Die Beproduction geo- 
metrischer Formen ist keineswegs exacter als die Beproduction 
anderer Wahrnehmungen; dennoch gelangt die Geometrie durch 
Untersuchung blosser Phantasiebilder zu vollkommen richtigen 
Ergebnissen: die Gewissheit derselben muss sich demnach auf 
etwas Anderes als auf die gegebenen Objecto beziehen. — 
Wir lassen die Frage, was dieses Andere sein könne, einst- 
weilen dahingestellt, und untersuchen zunächst, ob sich das 
Entstehen geometrischer Gewissheit, wenn auch nicht aus blos- 
sen Phantasiebildem, so doch aus g^bener Erfahrung erklä- 
ren lasse. 

Die elementaren XJrtheile, aus deren Yerbindungsproducten die 
gesammte Geometrie besteht, beziehen sich nach dem Yorherge- 
henden (48) auf die Dreizahl der Baumdimensionen, auf deren 
continuirliche Yeränderung, auf die Gongruenz verschiedener Baum- 
theile, auf die Geltung des Axioms von der geraden Linie (welche 
die Unendlichkeit des Baumes in sich schliesst), und auf die Gel- 
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taug des Parallelenazioms. Diesen ürtheilen wird, wie wir gleich- 
falls gesehen haben, apodictische, allgemeine, exacte Wahrheit 
zugeschrieben. Mill erkennt diese Thatsache an, glaubt aber die- 
selbe aus Associations Wirkungen erklären zu können. Um über 
die Zulässigkeit dieser Erklärung ürtheilen zu können, halten wir 
die gegebene geometrische Oewissheit mit deijenigen zusammen, 
welche sich in anderen, dem Zustandekommen associativer Ver- 
bindungen gleich günstigen Fällen constatiren lässt — Die 
unendliche Ausdehnung des Baumes einerseits, seine 
unendliche Theilbarkeit (Oontinuität) andererseits, soll 
uns desshalb selbstyerständlich und nothwendig erscheinen, weil 
wir niemals einen (Gegenstand gesehen haben ohne dass sich noch 
etwas Anderes dahinten befände, und weil wir noch keinen Kör- 
per wahrgenommen haben, der nicht zerlegbar wäre. Gesetzt nun, 
diese Erklärung wäre richtig : so müsste uns offenbar die unend- 
liche Ausdehnung und die unendliche Theilbarkeit derHateri^ 
genau so selbstverständlich und nothwendig erscheinen wie die 
entsprechenden Eigenschaften des Baumes. Denn die von Mill 
angeführten Wahrnehmungsthatsachen beziehen sich doch unmit- 
telbar nur auf die (wahrnehmbare) Materie, und erst mittelbar auf 
den (an sich nicht wahrnehmbaren) Baum. Und zwar mit Becht : 
denn dass sich etwa hinter dem Monde noch Baum befindet, 
lässt sich doch nicht unmittelbar wahrnehmen, sondern erst dar- 
aus schliessen dass wir Körper entdecken, denen wir einen Ort 
jenseits des Mondes zuzuschreiben uns genOthigt finden. Aehn- 
lich bei der Oontinuität : die g^enständliche Wahrnehmung kann 
uns nur lehren dass auch der kleinste Körper, aber nicht unmit- 
telbar dass auch der kleinste Baumtheil noch weitere Theilung 
zulässt. Die nämlichen Erfahrungen, welche uns hinter jedem 
Baume noch andere Bäume, und in jedem Baumtheil noch klei- 
nere Baumtheile gezeigt haben, haben uns demnach hinter jeder 
Materie noch andere Materie, und in jedem StofEtheile noch 
kleinere Stofftheile entdecken lassen: und trotz dieser vollstän- 
digen Gleichheit der Umstände soll sich in dem ersten Eall eine 
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„unzertrennliche Association" ausgebildet haben^ kraft deren wir 
ausser Stande sind eine Orenze für Ausdehnung und Theilbar- 
keit des Baumes auch nur als möglich zu denken, — während 
in dem zweiten weder die atomistische Hypothese, noch der Oe- 
danke dass vielleicht nur ein Theil des Baumes Materie enthalte, 
dem Denken auch nur die geringsten Schwierigkeiten zu bereiten 
scheint. — Aehnlich verhält es sich mit der Gongruenz ver- 
schiedener Baumtheile. Die freie Beweglichkeit der Körper 
im leeren Baume und die Unabhängigkeit ihrer Gestalt von der 
Bewegung scheint uns selbstverständlich; das Umgekehrte un- 
denkbar. Die Empiristen müssen folgerichtig die Ursache dieser 
Undenkbarkeit wieder darin suchen, dass wir bisher jeden Körper 
als frei und ohne Formveränderung beweglich kennen gelernt 
haben. Nun ist dies aber erstens nicht vollkommen richtig: inso- 
fern Körper, wenn nur die Bäume durch welche sie sich bewegen 
verschiedene Temperaturen besitzen, ganz gewiss bei der Bewe- 
gung Formveranderung erkennen lassen. Nehmen wir aber an, 
diese allerdings sehr geringe Formveränderung sei nicht bemerkt 
worden, und es haben sich demnach zwischen Bewegung und 
unveränderter Form ungestört associative Yerbindungen ausbilden 
können. Dann lässt sich immer noch nachweisen, dass die besagte 
Undenkbarkeit etwas ganz Anderes enthält als aus diesen asso- 
ciativen Yerbindungen mit Möglichkeit hätte hervorgehen können. 
Denn was dieselben hätten leisten können, wäre doch im gün- 
stigsten Falle nur dies: dass uns die Fähigkeit, Bewegung und 
Formveränderung zusammen vorzustellen, verloren gegangen wäre, 
und dass wir darum bei allen Untersuchungen die Unabhängig- 
keit der Form von der Bewegung als selbstverständlich voraus- 
setzten. Nun beweist aber eine einfache Selbstbesinnung, dass uns 
diese Fähigkeit keineswegs verloren gegangen ist. Wir können 
uns ohne jede Schwierigkeit Körper vorstellen, welche bei der 
Bewegung ihre Form ändern; und Nichts hindert uns, diese 
Formveränderung genau so uns vorzustellen, wie sie in einem 
Baume mit veränderlichem Krümmungsroaass — etwa in einem 
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^ellipsoidischen Baume" ^) — stattfinden müsste. Wir können 
noch weiter gehen, und behaupten, dass entsprechende Erfiihrun- 
gen uns nicht nur nicht unyorstellbar, sondern auch nicht un- 
denkbar sind, d. h., dass wir uns keineswegs von Tomherein 
genöthigt finden das Yorkommen derselben thatsächlich unmöglich 
zu nennen. Nur würden wir dieselben sogleich phy- 
sikalisch, und nicht geometrisch, interpretiren; 
d.h. wir würden nicht die Constitution des Baumes, sondern 
unbekannte im Baume wirkende Kräfte für dieselben verantwort- 
lich machen. Oder mit anderen Worten: die Abhängigkeit der 
Form physischer Körper vom Ort würden wir unbeanstandet 
hinnehmen und als eine zu erklärende Thatsache zur Seite legeü ; 
die Unabhängigkeit der Form mathematischer Körper vom 
Ort würde uns aber genau so gewiss und so selbstverständlich 
erscheinen wie zuvor. Dieser Umstand ist wichtig: derselbe be- 
weist wieder einmal, dass der Begriff mathematischer Körper keines- 
wegs eine blosse Abstraction aus den Wahrnehmungen physischer 
Körper ist, und dass das Axiom der Gongruenz, welches sich auf die 
ersteren bezieht, keineswegs auf associativem Wege aus der Wahr- 
nehmung der letzteren entstanden sein kann. Um die Sache zu voller 
Klarheit zu bringen, wolle man ein einfAches psychisches Expe- 
riment anstellen. Man denke sich in den Fall hinein, dass genaue 
Messungen für sämmtliche Körper eine bestimmte geringe Ab- 
weichung vom Oravitationsgesetz ergeben sollten; und man frage 
sich, ob man in diesem Fall noch daran denken würde zu glau- 
ben, es gebe doch einen abstracten „Körper überhaupt", für 
welchen das Oravitationsgesetz seine volle Geltung behalta Man 
wird sich leicht davon überzeugen, dass nichts dergfeiches 
geschehen würde: unsere Erkenntniss von den Eigenschaften 
thatsächlich gegebener Körper kann sich nicht ändern, ohne dass 
der aus denselben abstrahirte Begriff des Körpers überhaupt die 



1) Ein ellipsoidischer Raum wäre ein solcher, der sich zu dem unsrigen ret- 
hielte wie die Eliipsddfläche zur Eben& 
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nämliche Aenderung mitmachen müsste. Aehnlich müsste es sich 
aber hier verhalten, wenn unser Begriff des mathematischen Kör- 
pers und unsere Erkenntniss seiner Eigenschaften nur durch 
Abstraction aus den Wahrnehmungen physikalischer Körper ent- 
standen wäre. Wir haben aber gesehen dass es äch hier anders 
verhält: dass wir für sämmtliche physikalische Körper die Gon- 
gruenzbedinguDgen au%ehoben denken können, ohne dass die 
nothwendige - Geltung derselben für mathematische Körper auch 
nur im Geringsten geschmälert würde. Ich sehe nicht ein, wie die 
empiristische Theorie diese durch einfache Selbstbeobachtung zu 
controlirenden Thatsachen erklären könnte. — Sagen wir zuletzt 
noch ein Wort über die Euklidischen Axiome. Die Evidenz 
derselben ist nach Mill ein Ergebniss der sogenannten Methode 
der sich begleitenden Yeränderuugen : wir haben zwar niemals 
eine vollkommen gerade, dagegen oft mehr oder weniger krumme 
Linien wahrgenommen, und dabei jedesmal bemerkt, dass je ge- 
ringer die Ejümmung, um so kleiner auch der Baum wird 
welchen zwei solche Linien einschliessen. Daraus haben wir ab- 
geleitet, dass zwei vollkommen gerade Linien keinen Baum ein- 
schliessen würden. Nun wird allerdings in der empirischen Natur- 
wissenschi^ von dieser Methode der sich begleitenden Verände- 
rungen ein ausgiebiger Gebrauch gemacht; es ist aber aufEallend, 
dass dieselbe nirgends sonst als in der Geometrie auch nur den 
Schein eines apriorischen Wissens hat zu Stande bringen können. 
Die Erfahrung lehrt, dass Wärmezufuhr das Volumen der Körper 
vergrössert und umgekehrt; demzufolge ist zwar die Vermuthung 
ausgesprochen worden, dass, wenn einem Körper all seine Wärme 
entzogen wäre, sein Volumen sich auf Null reduciren müsste, 
keineswegs aber hat dieser Satz auch nur im Entferntesten die 
Bedeutung einer nothwendigen Wahrheit erlangen können. Nur 
in der Geometrie, und zwar ohne jemals genaue Messungen an- 
gestellt zu haben, hält man es für selbstverständlich, dass Be- 
ziehungen, welche man innerhalb der engen unserer Wahrnehmung 
gesetzten Grenzen für gültig befunden hat, auch ausserhalb dieser 
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Grenzen, bis ins ünmessbargrosse und ünmessbarkleino, ihre volle 
Gültigkeit bewahren, üeberall sonst, selbst bei so gut beglau- 
bigten und so durchsichtigen Gesetzen wie das Gravitation^geeetz 
in der Physik und das Gesetz der multiplen Verbindungen in 
der Chemie, werden immer wieder neue Messungen unternommen 
um die exacte Geltung der betreffenden Formeln zu prüfen, und 
wird dennoch von Niemandem geglaubt, dass man es weiter als 
bis zu einer mehr oder weniger grossen Wahrscheinlichkeit bringen 
könnte. Sollte nun das gänzlich verschiedene Verhalten der Wissen- 
schaft den geometrischen Erscheinungen gegenüber, durch eine 
einfache Berufung auf die Methode der sich begleitenden Verän- 
derungen erklärt sein? — In der That: allzuTiel haben die Em- 
piristen über das System die Thatsachen, über den Empirismus 
die Empirie vergessen. 

51. Die Hypothese Kant'8« Wir haben gesehen, dass die That- 
sache der apodictischen, allgemeinen, exacten Gewissheit geome- 
trischer Sätze sich aus gegebenen Wahrnehmungen und associativer 
Verarbeitung derselben nicht erklären lässt Es fragt sich, ob und in 
welcher Weise eine andere Erklärung dieser Thatsache denkbar sei. 

Auf diese Frage lässt sich nun vielleicht eine Antwort finden, 
wenn wir uns erinnern dass dasjenige, welches wir wahrnehmen, 
nicht als identisch mit den ausser uns existirenden Dingen selbst, 
sondern nur als eine Wirkung dieser Dinge auf das Subjectauf- 
gefasst werden kann (2). Nun gilt aber ganz allgemein, dass die 
Wirkung, welche ein Ding A in einem anderen Dinge B zu Stande 
bringt, nicht ausschliesslich von den Eigenschafben des A, auch 
nicht ausschliesslich von den Eigenschaften des B, sondern von 
den Eigenschaften beider Dinge zusammen mbhängt Dass Wachs 
von der Sonne geschmolzen wird, liegt nicht bloss an der Eigen- 
schaft der Sonne, Wärme auszustrahlen, sondern auch an der 
Eigenschaft des Wachses, schmelzbar zu sein-, das Spiegelbild 
irgend eines Gegenstandes wird nach Farbe und Gestalt nicht 
bloss durch die entsprechenden Eigenschaften des Gegenstandes, 
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sondern auch durch Farbe und Oestalt der Spiegelfläche bestimmt 
So muss denn auch der Inhalt unserer Wahrnehmungen nicht 
ausschliesslich von den Eigenschaften der Dinge auf welche sie 
sich beziehen, sondern auch von gewissen Eigenschaften des 
wahrnehmenden Subjects, welche wir kurz unter dem Namen 
Wahrnehmungsvermögen zusammenfassen, abhängen. In der That 
ist diese Yermuthung für bestimmte Gebiete schon von der em- 
pirischen Naturwissenschaft bestätigt worden. Dieselbe weist nach, 
dass unsere Farben- und Tonempfindungen durch mechanische 
Frocesse in der Aussenwelt, welche also an sich mit Ton und 
Farbe nichts zu schaflen haben, veranlasst werden; und dass 
demnach jede gegebene Empfindung aus dem Zusammenwirken 
dieses mechanischen Beizes mit der bleibenden, eben auf Ton- 
und Farbenempfindung eingerichteten Organisation des Subjectes 
reeultirt. — Wenn sich aber die Sache so verhält, so muss sich 
offenbar für jede Wahrnehmung die allgemeine, nur in der Or- 
ganisation des Subjectes begründete Form derselben aus ihrem 
specifischen, von dem einwirkenden Objecto mitbestimmten In- 
halte ausscheiden lassen. Ich sehe eine grüne Wiese: dass ich 
überhaupt Farbe sehe^ gehört in dieser Wahrnehmung offenbar 
zur Form, denn es hängt ausschliesslich von der eigenthümlichen 
Afficirbarkeit des Gesichtssinnes ab ; dass ich aber diese bestimmte 
grüne Farbe^ in diesem bestimmten Theile des Sehfeldes wahr- 
nehme, das ist der Inhalt der Wahrnehmung, der von objectiven 
Factoren mitbestimmt wird. Gesetzt nun dass uns die psycho- 
physische Organisation des Subjectes vollkommen genau bekannt 
wäre, so würden wir offenbar, unabhängig von aller äus- 
seren Erfahrung, voraus zu bestimmen im Stande sein, 
zwar nicht welche Affectionen das Subject erleiden wird, aber 
doch welche Affectionen es erleiden kann. Und auch über die 
Yerhältnisse zwischen diesen möglichen Affectionen würden wir 
eine Erkenntniss erwerben können, deren Wahrheit keine Ueberein- 
stimmung mit einer äusseren, sondern eben nur Uebereinstimmung 
mit dieser inneren Wirklichkeit bedeuten würde; welche aber dessen- 
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ungeachtet, eben weil sie für alle dem Sabjecte möglichen Wahr* 
nehmuDgen gelten würde, auch für die Wahrnehmungen welche 
es thatsächlich hat, nothwendig gelten müssta Oenau so 
wie wir von einem Spiegel, von dem wir wissen dass er aus 
blauem Olase yerfertigt worden ist, von vornherein versichern 
können, dass er alle Gegenstände welche sich darin spiegeln, in 
blauer Farbe wird erscheinen lassen, genau so würde auch eine 
vollständige Erkenntniss der eigenthümlichen Natur unseres Wahr- 
nehmungsvermögens uns befähigen, den allgemeinen Charakter 
sämmtlicher von uns zu habenden Wahrnehmungen und die 
verschiedenen zwischen denselben obwaltenden Beziehungen im 
Yoraus zu bestimmen. — Nun ist es allerdings wahr, dass wir 
uns des Besitzes einer solchen Erkenntniss nicht klar und deut- 
lich bewusst sind: es könnte aber dennoch sein dass dieselbe, 
wie so manche andere (man denke etwa an die vielen Momente 
welche wir unbewusst bei der Schätzung der Entfernung ge- 
sehener Objecto in Anschlag bringen), unter den nicht- oder halb- 
bewussten Orundlagen des bewussten Denkens eine Bolle spielen 
sollte; dass also der Oeist, ohne sich davon mit Worten Rechen- 
schaft ablegen zu können, in der gegebenen Erfahrung den vom 
Subjecte herrührenden Allgemeincharakter von dem specifischen, 
dem einwirkenden Objecto zuzuschreibenden Inhalte zu unter- 
scheiden, und diese Unterscheidung logisch zu verwerthen ver- 
möchte. Wenn dem aber so wäre, so wäre für die Existenz aprio- 
rischer, aufgegebene Erfahrung sich beziehender Oewissheitjeden- 
fells eine Möglichkeit der Erklärung gefunden. Denn diese Oewissheit 
Hesse sich dann vielleicht so begreifen, dass sie eben nur jenen vom 
Subjecte herrührenden Allgemeincharakter der Erfahrung beträfe: 
damit wäre aber ihre apriorische Natur erklärt, denn alle gegebene 
Erfahrung muss sich offenbar den Bedingungen fügen, welche in der 
Einrichtung des Wahrnehmungsvermögens selbst begründet sind. 
Durch die angeführten Betrachtungen ist noch wenig mehr 
als ein System von leeren Möglichkeiten gegeben; wir wollen 
jetzt untersuchen ob diesen Möglichkeiten für das wirkliche Den- 
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ken irgendwelche Bedeutung zukommt Wir beschränken uns 
dabei vorläufig auf das Gebiet solcher Erfahrungen, aus denen 
die Wissenschaft bereits einen Tbeil als zweifellos subjectiven 
Ursprungs ausgeschieden hat; und fragen erstens, ob auch für 
diese Ei&hrungen im thatsächlichen Denken apriorische Urtheile 
vorkommen, zweitens, ob sich dieselben vielleicht eben auf jenen 
zweifellos subjectiven Theil der betreffenden Erfahrungen beziehen 
sollten. — Solche Erfahrungen wie wir sie für diese Unter- 
suchung brauchen, liefert uns das Gebiet der Farben und Töne: 
die Ueberzengung dass dieselben nicht etwas ausser uns Existi- 
rendes, sondern bloss eine Wirkung des ausser uns Existirenden 
in unserem Geiste sind, ist seit langer Zeit Gemeingut der Wissen- 
schaft Auch sind wir thatsächlich im Besitze apriorischer, sich 
auf die Verhältnisse zwischen verschiedenen Farben oder ver- 
schiedenen Tönen beziehender Urtheile: dass etwa das Both mehr 
dem Orange als dem Grün verwandt ist, oder dass die Töne C 
und G eine Consonanz ergeben, oder auch dass alle Töne sich 
in ein eindimensionales Schema ordnen, das muss nach unserer 
unerschütterlichen Ueberzengung für alle Farben und Töne 
welche unter die genannten Bezeichnungen fallen, nothwendig 
und ohne Ausnahme gelten. Offenbar sind diese Sätze synthetisch- 
apriorischer Natur: denn der Begriff einer bestimmten Farbe 
oder eines bestimmten Tones ist ein absolut einfacher, nicht 
weiter analysirbarer ; und die angeführten Sätze beziehen sich 
nicht bloss auf die Ergebnisse bisheriger Erfahrung, sondern auf 
alle Farben und Töne überhaupt Auch lässt sich die Gewissheit 
derselben, ebensowenig wie die Gewissheit der geometrischen 
Axiome, der allgemeinen Thatsache inductiver Gewissheit unter- 
ordnen: denn die Induction liefert, wie wir nun zur Genüge 
gesehen haben, niemals apodictisches oder absolut allgemeines 
Wissen. — Wie erklären sich nun diese unerschütterlichen Ueber- 
zeugungen? Sehr einfach aus der Thatsache, dass dieselben nicht 
auf den concreten Inhalt, sondern eben auf die allgemeine, durch 
die psychophysische Organisation des Subjectes bedingte Form 
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der betreffenden Erscheinungen sich beziehen. Welche Farben 
und Töne wahrgenommen werden, wie oft, wann und wo, die 
einzelnen Farben und Töne wahrgenommen werden, welche Fro- 
cesse in der Aussenwelt das Auftreten bestimmter Farben- oder 
Tonempfindungen bedingen, darüber sagen diese üeberzeugungen 
nichts. Auch die allgemeinen Oesetze welche die regelmässige 
räumliche und zeitliche Verbindung bestimmter Farben und Töne 
mit einander oder mit anderen Erscheinungen beherrschen, 7er* 
mögen sie nicht zu bestimmen. Sondern sie beziehen sich aus- 
schliesslich auf das allgemeine Schema der Empfindungen welche 
das Subject, kraft seiner psychophysischen Organisation, haben 
kann, — müssen aber eben darum auch für alle Empfindungen 
welche das Subject thatsächlich hat, nothwendig und ohne Aus- 
nahme gelten. Wenn unsere Gehörorgane einmal so eingerichtet 
sind, dass wir den Zusammenklang der Töne C und als eine 
Gonsonanz auffitösen, so ist damit offenbar über die Frage ob wir 
je die Töne G und G zusammen wahrnehmen werden, nichts 
entschieden; wenn und so oft aber in unserer Erfahrung diese 
Töne zusammentreffen, werden sie nothwendig eine Gonsonanz 
ergeben müssen. — Wir finden also, dass in der That für 
das Gebiet der Farben und Töne synthetisch-aprio- 
rische Üeberzeugungen vorkommen, welche auf die 
„Form" der betreffenden Empfindungen sich be- 
ziehet!, und deren Gegebensein sich nur daraus er- 
klären lässt, dass wir in irgendwelcher Weise, 
auch ohne klare Rechenschaft davon ablegen zu 
können, diese Form aus dem gegebenen Inhalte ab- 
zusondern vermögen. 

Die vorhergehenden Erörterungen mögen dazu dienen, die von 
Kant aufgestellte Hypothese, dass auch die räumliche Na- 
tur der Erscheinungen überhaupt zur „Fojrm" der- 
selben gehöre, also rein subjectiven Ursprungs sei, 
dem Yerständniss des Lesers näher zu bringen. Zur Begründung 
dieser Hypothese werden von Kant, ausser der Thatsacbe der 
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apriorischen Gtewissheit der geometrischen Grundsätze, noch fol- 
gende Erwägungen angeführt. Erstens: wenn unsere Erkennt- 
niss des Raumes aus dem Inhalte der Erfahrung stammte, so 
müsste sie, da der Baum als ein Ghinzes sich nicht wahrnehmen 
lässt, aus den einzelnen Baumerfahrungen abstrahirt sein. Dann 
könnten wir aber den Baum nicht als einen einzigen, der alle 
besonderen Bäume in sich befasst, noch auch als eine unendliche 
Grösse denken : denn der Allgemeinbegriff be&sst niemals seine 
Exemplare als Theile in sich, und der aus verschiedenen 
Grössen abstrahirte Begriff kann unmöglich eine bestimmte 
Grösse als Merkmal in sich schliessen. Sodann liegt aber auch 
jeder einzelnen Banmwahrnehmung schon die Torstellung des 
Baumes überhaupt zu Grunde; damit ich etwas räumlich be- 
stimmen kann, muss mir das Baümschema schon zu Gebote 
stehen. „Demnach kann die Yorstellung des Baumes nicht aus 
den Verhältnissen der äusseren Erscheinung durch Erfahrung 
erborgt seyn, sondern diese äussere Erfahrung ist selbst nur 
durch gedachte Yorstellung allererst möglich." — Zweitens 
ist der Baum eine nothwendige Yorstellung. „Man kann sich 
niemals eine Yorstellung davon machen, dass kein Baum sey, ob 
man sich gleich ganz wohl denken kann, dass keine Gegenstände 
darin angetroffen werden." Auch diese sonst schwer zu erklä- 
rende Thatsache Hesse sich begreifen, wenn der Baum sich zur 
gesammten äusseren Erfahrung ähnlich verhielte wie die Farbe 
zur Gesichtswahmehmung. — Kant schliesst: „der Baum ist 
nichts anders, als nur die Form aller Erscheinungen äusserer 
Sinne, d.i. die subjective Bedingung der Sinnlichkeit, unter der 
allein uns äussere Anschauung möglich ist Weil .... die Becep- 
tivität des Subjects, von Gegenständen afficirt zu werden, noth- 
wendiger Weise vor allen Anschauungen dieser Objecto vorher- 
geht, so lässt sich verstehen, wie die Form aller Erscheinungen 
vor allen wirklichen Wahrnehmungen, mithin a priori im Ge- 
müthe g^eben seyn könne, und wie sie als eine reine Anschauung, 
in der alle Gegenstände bestimmt werden müssen, Principien der 
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Yerhältnisse d^fselben ror aller Eifidinnig eotbalten kOnne" 
(a. a. 0. 8. 50, 54—55). 

Die Baamldire Kant's gehört zu dim kühnsten Hypothesen 
ans der ganzen Oescbichte der Wissenschaft; nicht mit unrecht 
wurde dieselbe ron ihrem Urheber der heliocentrischen Hypothese 
GoPESRicus' an die Seite gestellt Denn genaa so wie diese, er- 
klärt aach jene das an bestimmten Objecten Wahrgenommene 
dadnrch, dass de es einem ganz yerschiedenen Objecte, an wa- 
chem es nicht wahrgenommen wird, zuschreibt Cofkbkicüs 
lengnet die anmittelbar wahrgenommene Bewegung der Himmels- 
körper, und lässt die nicht wahrgenommene Bewegung der Erde 
an deren Stelle treten; Kaut Tomeint die unmittelbar wahr- 
genommene räumliche Ordnung der Dinge, und schreibt dieselbe 
dem Subjecte zu, dessen Selbstwahmehmung nichts Baumliches 
erkennen lasst Genau so wie die copemicanische, findet dann 
auch die Hypothese Kakt's ihren schlimmsten FMnd in dem ge- 
gebenen Sinnenschein, welchem sie sich widersetzt Wie, so fahrte 
man gegen Gopsbricüs an, diese feste Erde, auf der wir alle 
leben und uns bewogen, sollte selbst in fortwährender Bew^ang 
begriffen sein, und die Sonne, welche wir tagUch auf* und unt^- 
gehen sdien, sollte in Wirklichkeit ruhen? Und mit gleidier 
Entrüstung gegen Eaiit: wie, dieser unendliche Baum, der alles 
Bestehende in sich schliesst, sollte blosser Schein sein, und ich, 
der ich mich als ein unendlich kleines Object im Baume kenne, 
sollte die ganze Yorstellung dieses Baumes aus mir hervoige- 
bracht haben? — Diesen fEist unüberwindlichen Sinnensdiein 
gilt es nun vor Allem, durch Hinweisung auf analoge lUle und 
durch Betonung deqenigen, was die Eantische Hypothese zor 
Erklärung g^ebener Thatsachen leisten könnte, seines Gewichtes 
zu berauben. Jenes kann wieder am Besten durch die Erinnerung 
an Farben- und Tonempfindungen geschehen, deren rein subjeo- 
tire Natur dem unwissenschaftlichen Denken genau so wider- 
sinnig »scheint, wie die entsprechende Eigenschaft der Baom- 
Torstellung. Wenn man dessenungeachtet sich fär jene allmähiich 
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in die entgegengesetzte Ansicht hineingefanden hat, so darf man 
es Yon vornherein nicht unmögUch nennen, dass Erfahrung und 
IJeberlegang auch in Bezug auf diese einen ähnlichen Front- 
wechsel erfordern und zu Stande bringen sollten. — Was aber 
die Leistungsfähigkeit der betreffenden Hypothese anbelangt, mag 
nur dieses bemerkt werden: dass dieselbe einzig und allein im 
Stande zu sein scheint, die seit Jahrtausenden feststehende und 
von keinem denkenden Menschen bezweifelte Evidenz des mathe- 
matischen Wissens als eine sachlich begründete nachzuweisen^ 
Das mathematische Wissen ist, wie die Untersuchungen Biehann's 
und Helmholtz' bewiesen haben, synthetischer Natur; dennoch 
beansprudit es, wie die tägliche Erfahrung des Denkens lehrt, 
absolut allgemeine, nothwendige, exacte Geltung. Wenn es sich 
aber auf ein ausser uns Existirendes, also auf den Inhalt der 
Erfahrung, beziehen sollte, so müsste es aus Einzelwahmehmun- 
gen, denen niemals Nothwendigkeit und Exactheit zukommt, ent* 
standen sein ; es müssten also aus nicht-noth wendigen und nicht- 
exacten Prämissen nothwendige und vollkommen exacte Schluss- 
folgerungen abgeleitet worden sein: und es ist klar dass dieses 
nicht nach logischen Gesetzen hätte stattfinden können. Wenn 
dagegen die geometrischen Grundsätze nur auf die Receptivität 
des Sulojects, also auf etwas rein Psychisches, sich beziehen sollten, 
so wäre eine vollkommen genaue Erkenntniss derselben wenig- 
stens denkbar, dann aber auch die Ueberzeugung dass sie für 
alle räumliche Erfahrung nothwendig gelten müssen, erklärt. — 
Eins von beiden also : entweder es giebt ein ganzes System voll- 
kommen klarer, von sämmtlichen Denkern zweier Jahrtausende 
als evident und zweifellos anerkannter üeberzeugungen^ welche 
dennoch, so wie sie vorliegen, einfach Hirngespinste sind; — 
oder aber, diese TJeberzeugungen müssen sich auf etwas Anderes 
als auf den gegebenen Inhalt der Erfahrung beziehen. Was aber 
dieses Andere sein konnte, wenn nicht die Form der Erfahrung 
in dem früher (S. 201) angegebenen Sinne, lässt sich nicht einsehen. 
Trotz alledem ist die Lehre EAirr's, so wie sie von ihm vor- 
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getragen und begründet wurde, doch mehr ein Postulat als eine 
Hypothese. Wir sehen ein dass, wenn das geometrische Wissen 
logisch begründet sein soll, die elementaren Urtheile, welche dem- 
selben zu Grunde liegen, nicht auf objective sondern auf sab- 
jective Daten sich beziehen müssen. Aus welchen subjectiven 
Daten aber, und wie aus diesen subjectiyen Daten das geome- 
trische Wissen entsteht, darüber sagt die Eantische Lehre nichts. 
Demzufolge ist es auch unmöglich, dieselbe, so wie sie von Kakt 
geboten wurde, mit den Thatsachen des geometrischen Wissens, 
deren Inhalt wir aus den RiEiCAKN-HELMHOLTz'schen Untersuchun- 
gen kennen gelernt haben, zu vergleichen: denn aus dem AU- 
gemeinbegrifiT eines auf subjective Erkenntnissfactoren sich be- 
ziehenden Wissens lässt sich offenbar über den Inhalt dieses 
Wissens nichts Näheres bestimmen. Um den genialen Oedanken 
KAin*'s zum Bange einer der Yerification fähigen Hypothese zu 
erheben, musste derselbe demnach vor Allem näher präcisirt 
werden. Wie diese nähere Präcisirung stattfinden kann, werden 
wir sogleich sehen ; nachdem wir zuerst einen von hervorragender 
Seite ausgesprochenen Einwand gegen die Zulässigkeit des Kan- 
tischen Gedankens überhaupt, kennen gelernt haben. 

52. EinwOrfB gegen die Hypothese Kanf s auf Grund der 
Riefflann-Helmboltz'schen Untersuchungen. Es haben nämlich 

RiEMANK und Heijiholtz geglaubt, durch ihre Untersuchungen nicht 
nur den thatsächlichen Inhalt unserer geometrischen Orundüber- 
zeugungen festgestellt, sondern auch den rein empirischen Ursprung 
dieser Ueberzeugungen bewiesen, und eine Erklärung derselben 
im Eantischen Sinne endgültig ausgeschlossen zu haben. Wir dürfen 
es nicht unterlassen die Oründe, welche die beiden ausgezeichneten 
Forscher für diese Meinung angeführt haben, kurz zu untersuchen. 
Der RiEJCANN'sche Empirismus fusst ausschliesslich auf den von 
ihm gelieferten Beweis, „dass eine mehrfach ausgedehnte Grosse 
verschiedener Massverhältnisse fähig ist, und der Baum also nur 
einen besonderen Fall einer dreifach ausgedehnten Grösse bildet". 
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Er meiiit, „hiervon (sei) eine nothwendige Folge, dass die Sätze 
der Qeometrie sich nicht aus allgemeinen Grössenbegriffen ableiten 
lassen, sondern dass diejenigen Eigenschaften, durch welche sich 
der Baum von anderen denkbaren dreifach ausgedehnten Grössen 
unterscheidet, nur aus der Erfahrung entnommen werden können. 
Hieraus (entstehe) die Au%abe, die einfachsten Thatsachen auf- 
zusuchen, aus denen sich die Hassverhältnisse des Baumes be- 
stimmen lassen .... Diese Thatsachen (seien) wie alle Thatsachen 
nicht noth wendig, sondern nur * von empirischer Gewissheit ; sie 
(seien) Hypothesen ; man (könne) also ihre Wahrscheinlichkeit, 
welche innerhalb der Grenzen der Beobachtung aUerdings sehr 
gross ist, untersuchen, und hienach über die Zulässigkeit ihrer 
Ausdehnung jenseits der Grenzen der Beobachtung, sowohl nach 
der Seite des ünmessbargrossen als nach der Seite des IJnmess- 
barkleinen, urtheilen" (a.a. 0. 254 — 255). 

Nach BiEMANN müsste also die Geometrie schon desshalb eine 
empirische Wissenschaft sein, weil sich andere Maassverhältnisse 
als diejenigen welche für sie gelten, ohne Widerspruch denken 
lassen. Damit ist aber offenbar nur bewiesen, dass die Geometrie 
nicht (wie die Arithmetik) eine analytische Wissenschaft 
ist: dass sie also nicht auf willkürlich festgestellte Begriffe, son- 
dern auf ein G^ebenes, von unserer Willkür Unabhängiges, 
sich bezieht Ob aber dieses Gegebene zum Inhalte oder zur 
Form der Erfahrung gehört, das ist damit noch keineswegs 
entschieden. Wäre Letzteres der Fall, so müsste offenbar die 
Erkenntniss dieser gegebenen Form als solcher uns befähigen, 
über die geometrischen Eigenschaften der Erfahrungsobjecte apo- 
dictische und vollkommen gewisse ürtheile auszusprechen; dass 
wir aber eine solche Erkenntniss, wenn auch nicht klar be- 
wusst, besässen, wäre jedenfalls nicht unmöglich (61). Die Mei- 
nung Biehann's, dass eine nicht-analytische Wissenschaft nur 
assertorische, hypothetische, auf Wahrscheinlichkeiten sich be- 
ziehende Sätze bieten könne, lässt sich demnach nicht aufrecht 

erhalten. 

14 
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53. Einwürfe b^m die Hypotlieee Kanfs auf Ormid der 
RienaDn-Heiinholtz'echen Untereucliyogeii : Farteetzung. Eine 

eingehendere und ausführlichere Behandlung als bei Rismank, 
findet die Frage nach dem Ursprung der geometrischen Axiome 
bei HsuiHOLTz. Seine Baumtheorie wurzelt in der Behauptung, 
dass erstens ein ganz bestimmtes Verhalten der Er&hrungsobjecte 
dazu erfordert sei, die Annahme dieser Axiome zu b^ründea; 
und dass zweitens abweichende Yerh&ltnisse uns keineswegs un- 
Yorsteilbar s^en. Wenn dem aber so sei, so müssen die geome- 
triscbm Sigenschaften des Baumes zum Inhalte, nicht zur Form 
der £r£»hrung gehören. 

Was den ersten Punkt anbelangt, so geht aus den BnaiAKN- 
HsLKHOLTz'schen Untersuchungen hervor, dass in einer Mannig- 
faltigkeit mit yeränderlichem Exümmungsmaass (47) nicht unbe* 
dingt, zu jedem einem bestimmten Theile der Mannigfaltigkeit 
angehörenden Systeme von Elementen, in anderen Theilen der 
Mannigfaltigkeit ein damit congruentes (durch die nämlichen 
Maassverhältnisse zu bestimmendes) System bestehen kann. Eine 
solche (zweidimensionale) Mannigfaltigkeit mit reranderlichem 
Erümmungsmaass bietet beispielsweise die Oberfläche eines Ellip- 
soids; demzufolge auch zu einer gegebenen Figur auf dieser 
Oberfläche sich nicht in jedem anderen Theile derselben eine 
damit congruente Figur construiren lässt Wäre also die Mannig- 
faltigkeit der Punkte im Baume eine Mannigfaltigkeit mit rer- 
änderlichem Erümmungsmaass, so würde es nicht allgemein 
möglich sein, an Einem Orte dieses Baumes eine Figur zu con- 
struiren, welche mit einer gegebenen, an einem anderen Orte 
des Baumes befindlichen Figur congruent wäre ; demzufolge müsste 
es aber auch entweder nicht möglich sein, einen gegebenen phy- 
sikalischen Körper von Einem Orte nach jedem anderen zu ver- 
setzen, oder aber dieser Körper müsste dabei eine Formverände- 
rung erleiden. Dass thatsächlich in unserem Baume weder das 
Eine noch das Andere der Fall ist, kann nur die Erfahrung 
lehren. Allerdings nicht schon dadurch, dass wir bei Ortsvei&n- 
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derung eineB Eörpefs unmittelbar keine Formyerftndemng dee« 
selben wahrnehmen : denn da der Maassstab welchen wir an den 
Körper anlegen, die Formveränderung des Körpers mitmachen 
müsste, würden wir nichts von derselben bemerken. Allein die 
Rechnung beweist, dass in einem Baume mit veränderlichem 
Krümmungsmaass die BewegungsTorg&nge nach Gesetzen statte 
finden mfissten, welche von den erfahrungsmässig geltenden Ge- 
setsien durchaus verschieden wären. Die Geltung des Axioms voll 
der Unveränderlichkeit des Krümmungsmaasses, ohne welches die 
dnfachsten Gongruenzsätze ihren Sinn verlieren müssten, scheint 
demnach von Verhältnissen abhängig zu sein, welche nicht mehr 
rein geometrischer, sondern mechanischer Natur sind, und von wel- 
chen Niemand behaupten wird, dass sie nicht anders gegeben sein 
könnten als sie thatsächlich gegeben sind. Helmholtz schUesst, dass 
das betreffende Axiom nur in der Erfahrung begründet sein könne. 
Wir wollen, diesen Ausführungen Helmholtz' gegmfiber, vor- 
läufig nur daran erinnern, dass, wenn auch in einem Baume mit 
veränderlichem Krümmungsmaass nothwendig jene von den uns- 
rigen abweichenden Yerhältnisse gelten müssten, darum noch 
keineswegs diese Yerhältnisse, wenn sie gegeben 
wären, nothwendig zur Annahme eines Baumes mit 
veränderlichem Krümmungsmaass führen müssten. 
Neben der Möglichkeit, die im gesetzten Fall zu beobachtenden 
Abweichungen von den mechanischen Gesetzen auf ein veränder- 
liches Krümmungsmaass des Baumes zurückzuführen, bliebe doch 
immer die andere Möglichkeit bestehen, ein ungleichmässig im 
Euklidischen Baume vertheiltes Medium anzunehmen und die zu 
erklärenden Abweichungen dem Widerstände dieses Mediums 
zuzuschreiben. Die neue Yariabele, welche in die Bechnung ein- 
geführt werden müsste, könnte allerdings geometrisch, aber dieselbe 
könnte auch physisch interpretirt werden. Analytisch würden 
diese beiden .Erklärungsweisen gleichberechtigt neben einander 
st^en ; thatsächlich aber würde man immer die zweite vorziehen, 

m 

und hat man auch immw, wo die Erfahrung den mechanischen 
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Oesetzen nicht entsprach, die zweite vorgezogen: eben weil der 
Gtodanke eine^ nicht homogenen Baumes, eines Baumes in welchem 
mathematische Körper nicht unbedingt ihren Ort wechseln 
können, uns einfiach unannehmbar erscheint Letzteres sei hier nur 
wieder als eine blosse Thatsache des Denkens hervorgehoben; ob 
und wie dieselbe sich auf zureichende Oründe zurückfuhren lässt, 
untersuchen wir später. Wollte man aber schon hier behaupten, 
dieser Widerwillen des Denkens gegen einen nicht homogenen 
Baum sei jedenfalls unbegründet, es sei offenbar unwissen- 
schaftlich, Yon zwei gleichmöglichen Erklärungshypothesen die 
eine von vornherein auszuschliessen, u. s. w., — so würde man 
dabei eben daqenige voraussetzen was der E^antischen Hypothese 
gegenüber zu beweisen ist: dass nämlich die Grundvor- 
aussetzungen der Qeometrie Erklärungshypothe- 
sen sind. Wenn dem so ist, wenn wirklich die geometrischen 
Axiome hur willkürliche, zur Erklärung gegebener Erscheinungen 
aufgestellte, und an diese zu verificirende Annahmen sind, so 
muss es offenbar als reiner Blödsinn erscheinen, von vornherein 
sich zu weigern dieselben zu modificiren, wenn die g^benen 
Erscheinungen es fordern sollten. Aber ob dem so ist, ist eben 
die Frage. Nach der Kantischen Lehre wäre die HomogeneStät 
des Baumes ebensowenig eine Hypothese, wie etwa die Eindimen- 
sionalität des Tonschema's eine Hypothese ist; wenn dieselbe 
Becht hat, so Hesse sich vielleicht die Gemüthsruhe, mit welcher 
die Wissenschaft ohne genauere Untersuchung jene voraussetzt, 
ebensowohl erklären und rechtfertigen wie die apriorische Gewiss- 
heit, mit welcher sie diese annimmt. Ob die Sache sich wirklich so 
verhält, muss die weitere Untersuchung lehren (60). Die Frage, ob 
die Wissenschaft berechtigt ist, zur Erklärung deijenigen Be- 
wegungserscheinungen, welche den mechanischen Gesetzen wider- 
sprechen, sich auf Hypothesen welche den homogenen Baum 
voraussetzen zu beschränken, bleibt demnach vorläufig unent- 
schieden; für jetzt gentigt es nachgewiesen zu haben dass sich 
solche Bewegungserscheinungen jedenfalls auch unter Voraus- 
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Setzung des homogenen Baumes erklären lassen, und dass dem- 
nach ein bestimmtes Verhalten der physikalischen 
Körper keine nothwendige Bedingung für die An- 
nahme eines homogenen Baumes ist. Allerdings ist 
damit zur positiven Begründung der Kantischen Hypothese noch 
nichts geschehen : aber für eine genauere Frädsirung und nach- 
folgende Prüfung dieser Hypothese ist, von dieser Seite wenigstens, 
der Weg frei gemacht worden. 

54. EkiwürfB gegen die Hypothese Kanf 8 auf Grund der 
Riemann-Helmholtz'echen Untersuchungen : Schluss. Der zweite 

Einwand ELelmholtz* wurzelt in dem durchaus richtigen Gedan- 
ken, dass dasjenige, welches zur Form der Wahrnehmung gehört, 
unmöglich anders als es wahrgenommen wird, vorgestellt werden 
kann (ffl). In der That: wenn gewisse Eigenschaften des Wahr- 
genommenen in der Natur des Wahrnehmungsvermögens begründet 
sind, so muss auch Alles, was man sich in der Phantasie als 
eine mögliche, dem betrefienden Gebiete angehörende Wahrnehmung 
ausmalen kann, mit diesen Eigenschaften ausgestattet sein. So 
finden wir denn auch wirklich, dass wir uns eine gelbe Farbe, 
welche mehr dem Blau als dem Orange ähnlich wäre, oder einen 
Ton, der nicht in dem eindimensionalen Tonschema seine Stelle 
hätte, nicht vorzustellen vermögen. Ebenso müsste es sich ofiEen- 
bar mit Baumerscheinungen verhalten, welche den geometrischen 
Grundsätzen widersprächen, wenn diese geometrischen Grund- 
sätze wirklich auf die Form der räumlichen Wahrnehmung sich 
bezögen. Nun glaubt aber Heuiholtz nachweisen zu können, dass 
es sich thatsächlich nicht so verhält, dass wir also etwa die 
Wahrnehmungen, welche wir haben würden wenn der Baum 
eine sphärische oder pseudosphärische Mannigfaltigkeit wäre (47), 
ohne grosse Schwierigkeit uns vorzustellen vermögen. Denn da 
die Structur eines solchen Baumes analytisch vollkommen 
scharf bestimmt werden kann, lässt sich genau berechnen, wie 
in einem solchen Baume die Bilder beschaffen sein müssten, 
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welche die von den Objeoten znrückgewoifenen Uchtstrahlen (ge- 
setzt dass dieselben, wie in unserem Baume, sich nach kürzesten 
Linien fortpflanzten) in unserer Netzhaut zu Stande bringen wür- 
den. Das ErgebnisB dieser Berechnung ist nach Hslbcholtz fol- 
gendes. Wenn ein Beobachter, dessen Augenmaass und Bauro- 
erEahrungen sich gleich den unsrigen im ebenen Baume ausgebildet 
hätten, in einen pseudosphärischen Baum versetzt würde, so 
würde er „die entferntesten Gegenstände dieses Baumes in end- 
licher Entfernung ^) rings um sich zu erblicken glauben, nehmen 
wir beispielsweise an, in hundert Fuss Abstand. Qinge er aber 
auf diese entfernten GegensilLnde zu, so würden sie sich vor ihm 
dehnen, und zwar noch mehr nach der Tiefe, als nach der Räche ; 
hinter ihm aber würden sie sich zusammenziehen. Er würde 
erkennen, dass er nach dem Augenmaass fidsch geurth^t hat 
Sähe er zwei gerade Linien, die sich nach seiner Schätzung mit- 
einander parallel bis auf diese Entfernung von 100 Fuss, wo ihm 
die Welt abgeschlossen erscheint, hinausziehen, so würde er, 
ihnen nachgehend, erkennen, dass sie bei dieser Dehnung der 
Gegenstände, denen er sich nähert, aus einander rücken, je mehr 
er an ihnen vorschreitet; hinter ihm dagegen würde ihr Abstand 
zu schwinden scheinen, so dass sie ihm beim Yorschreiten immer 
mehr divergent und immer entfernter von einander erscheinen 
würden. Zwei gerade Linien aber, die vom ersten Standpunkte 
aus nach einem und demselben Punkte des Hinteigrundes in 
hundert Fuss zu convergiren scheinen, würden dies immer thun, 
so weit er ginge und er würde ihren Schnittpunkt nie errei- 
chen Die entgegengesetzten Täuschungen würde ein sphärischer 

Baum von drei Dimensionen mit sich bringen, wenn wir mit dem 
im Euklidischen Baume erworbenen Augenmaasse in ihn ein- 
träten. Wir würden entferntere G^^genstände ftir entfernter und 
grosser halten, als sie sind ; wir würden auf sie zugehend finden, 



1) Das reciproke, negative Quadrat dieser Entfernung wäre das Krümmnngs- 
maass des pseudosphärischen Baumes. 
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dass wir sie schneller erreichen, als wir nach dem Oesichtsbüde 
annehmen mussten. ^Wlr würden aber auch Ghegenstände vor uns 
sehen, die wir nur mit di?^girenden Gesichtslinien fiziren kön- 
nen; dies würde bei allen denjen^n der Fall sein, welche von 
uns weiter als ein Qaadrant eines grOssten Kreises entfernt 

sind Den seltsamsten Theil des Anblicks der sphärischen 

Welt würde aber unser eigener Hinterkopf bilden, in dem alle 
unsere Gesichtslinien wieder zusammenlaufen würden, so weit sie 
zwischen anderen Gegenständen frei durchgehen können, und 
welcher den äussersten Hintergrund des ganzen perspectivischen 
Bildes ausfüllen müsste .... Es wird dies genügen um zu zeigen, 
wie man auf dem eingeschlagenen Weg^ aus den bekannten Ge- 
setzen unserer sinnlichen Wahrnehmungen die Reihe der sinn- 
lichen Eindrücke herleiten kann, welche eine sphärische oder 
pseudosphärische Welt uns geben würde, wenn sie existirte. Auch 
dabei treffen wir nirgends auf eine ünfolgerichtigkeit oder ün- 
m^lichkeit, ebenso wenig wie in der rechnenden Behandlung der 
Maassverhältnissa Wir können uns den Anblick einer pseudo- 
sphärischen Welt ebenso gut nach allen Richtungen hin ausmalen, 
wie wir ihren Begriff entwickeln können. Wir können desshalb auch 
nicht zugeben, dass die Axiome unserer Geometrie in der gegebe- 
nen Form unseres Anschauungsvermögens begründet wären, oder 
mit einer solchen irgendwie zusammenhingen" (Y. u. R. II, 26 —28). 
Soweit HsLiraoLTz. Auch hier muss fär eine definitive Ent- 
scheidung über die Zulässigkeit seiner Gründe auf Späteres ver- 
wiesen werden (60) ; während wir uns für den Augenblick (genau so 
wie dem ersteren HsLMHOLTz'schen Einwände gegenüber) darauf be- 
schränken nachzuweisen, dass dieselben nicht unbedingt, son- 
dern nur wenn eine von Helmholtz nicht ausdrück- 
lich erwähnte Voraussetzung erfüllt ist, als zulässig 
anerkannt werden müssen. Diese Voraussetzung ist, dass wir 
unsere Erkenntniss der räumlichen Beziehungen 
ursprünglich dem Gesichtssinn verdanken. Dass die 
Richtigkeit dieser Voraussetzung keineswegs so selbstverständlich 
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"* ist als es vielleicht im ersten Augenblick scheint, lehrt uns schon 
die einfache Erwägung, dass auch Blindgeborene, denen also 
niemals G^ichtswahmehmungen zu Gebote gestanden haben, zum 
vollen Yerständniss der geometrischen Sätze gelangen können; 
eine Thatsacbe welche von Esxjiholtz selbst (a.a. 0. 231) aus- 
drücklich hervorgehoben wird. Es muss demnach andere Daten, 
neben denjenigen des GesichtssinneSi geben, welche uns von den 
geometrischen Eigenschaften des Baumes vollständige Kenntniss 
zu liefern vermögen ; und es erscheint jedenfalls als möglich, dass 
diese anderen Daten auch bei Sehenden die echten und ursprüng- 
lichen Träger der Baumvorstellung sein sollten, während dagegen 
den G^chtsempfindungen an sich die räumliche Natur nicht 
zukäme, sondern wir erst nachträglich, durch Erfahrung und As- 
sociation, gelernt hätten, dieselben als Zeichen für räumliche Yer- 
hältnisse aufzufassen. Dieser Gedanke muss allerdings An£Emgs 
paradox erscheinen; im nächsten Paragraphen werden wir aber 
sehen, dass demselben keine blosse Möglichkeit, sondern eine 
sehr hohe Wahrscheinlichkeit zukommt — Gesetzt aber dieser 
Gedanke wäre richtig: so liesse sich offenbar die HELMHOLtz'sche 
Argumentation nicht mehr aufrecht erhalten. Denn dann käme 
es zur Entscheidung der vorliegenden Frage nur darauf an, ob 
sich jene anderen Daten, so wie sie in einem sphärischen 
oder pseudosphärischen Baume gegeben sein müssten, vorstellen 
lassen; keineswegs aber darauf, ob sich Gesichtseindrücke vor- 
stellen lassen welche, wenn solche Daten wie jene gegeben wären, 
als Zeichen für dieselben aufgefasst werden könnten. Erläutern 
wir die Sache durch ein Beispiel. Eine schwingende Saite nehmen 
wir mit dem Auge als solche, mit dem Ohr als tönend wahr; 
die Erfahrung lehrt dass die Tonhöhe mit der Schwingungsdauer 
wechselt, und dass wir demnach diese als ein Zeichen für jene 
auffassen können. Wenn nun die Frage au%eworfen wird, welche 
Töne das Ohr wahrzunehmen vermöge, so ist es offenbar für die 
Beantwortung dieser Frage vollkommen gleichgültig, welche Schwin- 
gungen das Auge wahrzunehmen oder vorzustellen im Stande 
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ist Einen Ton unter G| ist uns unvorstellbar, obgleich wir das 
Gesichtsbild einer Saite, deren Schwingungsdauer mehr als Vu 
Secunde beträgt, ohne jede Schwierigkeit wahrnehmen oder vor- 
stellen. — Oenau so würden nun auch über die Frage der Yor- 
stellbariceit nicht-euklidischer Baumverhältnisse die HüLMHOLTz'schen 
Erörterungen nichts entscheiden, wenn unser räumliches Wissen 
aus anderen Daten als denjenigen des Gesichtssinnes entspringen 
sollte. Ob wir aber Gründe haben dies anzunehmen, wird der 
nächste Paragraph lehren. 

55. Der p8ycbologi8che Ursprung der Raumvorstellung. Nach- 
dem wir also die Gründe, welche g^gen die Zulässigkeit der 
Kantischen Hypothese überhaupt angeführt worden sind, vorläufig 
widerlegt haben, werden wir jetzt versuchen dieser Hypothese 
eine bestimmtere Form zu geben, und dadurch die Möglichkeit 
zu schaffen dieselbe an den gegebenen Thatsachen des Denkens 
zu yerifidren. Dazu werden wir aber vor Allem zu untersuchen 
haben, welchem Sinne wir eigentlich die Daten verdanken, welche 
in letzter Instanz unserer Baumerkenntniss zu Grunde liegen. 

Man könnte sich allerdings veranlasst finden zu meinen, dass 
nicht ein einziger Sinn, sondern dass alle oder doch mehrere 
Sinne, jeder ffir sich, uns räumliche Daten zufuhren. Ort und Gestalt 
wahrgenommener oder vermutheter Gegenstände beurttieilen wir 
nach Tast-, Gesichts-, Bewegungs-, theilweise auch nach Gehörs- 
oder Geruchseindrücken. Es lehrt aber schon eine oberflächliche 
Erwägung, dass keineswegs allen diesen Eindrücken an sich 
schon räumliche Bedeutung zukommt, sondern dass mindestens 
einige derselben nur durch Erfahrung und Association mit an- 
deren Eindrücken für die Orientirung im Baume Bedeutung 
gewinnen. So ganz besonders die Gehörs- und Geruchsein- 
drücke. Hier ist es offenbar nur die grössere oder geringere 
Intensität des Eindrucks, welche uns auf die Entfernung des 
Objectes, — nur die Zu- oder Ahnahme jener bei Kopf- und 
Körperbewegungen, welche uns auf die Bichtung in welcher dieses 
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sich befindet schliessen Iftsst; und was diesen Schlass ermöglicht 
ist eine regelmässige Erfahrung, welche die Erkenntniss des Baumes 
schon Yoraussetst In den Daten des OehSrs* und G^eruchssinnes 
an und für sich ist uns nichts Bäumliches gegeben; in einem 
Menschen der nur über Gehörs- und Oeruchsempfindungen ver- 
fügte, könnte die Baumyorstellung nicht entstehen. — Aehnlidies 
scheint you den Tasteindriicken, sofern sie nicht durch 
Bewegnngseindrücke unterstützt werden, also Yon den reinen 
Hautempfindungen, zu gelten. Auch diese werden, und zwar 
theilweise sehr genau, localisirt; aber auch hier wird diese Loca- 
lisirung als eine abgeleitete, nicht ab eine ursprüngliche zu be- 
traditen sein. Dies geht nicht nur daraus hervor, dass die ge- 
naueste Analyse der Tastempfindungen keine andere als qualitative 
Unterschiede erkennen lässt, sondern auch aus der bekannten 
Thatsache^ dass die Locaüsation unsicherer wird, je weniger die 
betreffende Eörperstelle dem Auge oder der bewegenden Hand 
erreichbar ist; dementsprechend auch im Innern des Eörpers die 
Localisation nur innerhalb sehr enger Grenzen möglich ist In 
der That liesse die entgegengesetzte Meinung sich nur mittelst 
der sonderbaren Annahme durchführen, dass dem Menschen eine 
vollkommene Erkenntniss der eigenen Eörpergestalt angeboren 
seL Auch dem Tastsinn (sowie dem Geschmackssinn und den 
passiven Organ- und Muskelempfindungen) kann daher für die 
Baumvorstellung nur eine secundäre Bedeutung zuerkannt werden. 
Die wesentlichen Daten, welche uns mit dem Dasein und den 
Eigenschaften des Baumes bekannt machen, werden also entweder 
in dem Gebiete der Gesichtsempfindungen, oder in dem- 
jenigen der Bewegungsempfindungen, oder aber in beiden 
zu suchen sein. Zur Beantwortung der Frage, welche von diesen 
drei Möglichkeiten angenommen werden muss, erinnern wie erstens 
an die wichtige schon früher erwähnte Thatsache, dass audi 
Blindgeborene zum vollen Yerständniss der Geometrie gelangen 
können. Aus dieser Thatsache geht hervor, dass jedenfalls 
die Bewegungsempfindungen für sich zur Entste- 
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hang and Aüsbildang räumlichen Wissens die ge- 
nügenden Daten bieten. Es bleibt also nur noch die Frage: 
ob auch der Oesichtssinn für sich solche Daten biete, oder aber, 
ob den Gesichtsempfindungen nur durch Association mit gleich- 
zeitigen Bewegungsempfindungen das Vermögen, uns über räum- 
liche Yerhältnisse unterrichten zu können, zukomme. 

Eine directe Beantwortung dieser Frage wäre nur möglich^ 
wenn den Fällen angeborener Blindheit andere gegenüberständen, 
in denen von Gteburt an Bewegungsempfindungen fehlten. Solche 
Fälle giebt es aber meines Wissens nicht; und so muss denn 
auf indirectem Wege yorgegangen werden. — Allerdings erscheint 
es zunächst als selbstverständlich, dass die Frage bcrjaht werden 
müsse : die unmittelbarste Selbstbesinnung scheint zu lehren, dass 
uns die Daten des Gesichtssinnes von Hause aus, ohne irgend- 
welche associative Yerarbeitung, in räumlicher Ordnung gegeben 
seien. Es lässt sich aber unschwer nachweisen, dass die Aussagen 
des unmittelbaren Bewusstseins in solchen Fragen wie die yor- 
liegende keineswegs unbedingt zuverlässig sind. Bekannte Er- 
scheinungen wie diejenigen des blinden Flecks ; das Einfachsehen, 
während thatsächlich zwei verschiedene Netzhautbilder gegeben 
sind; mannig&che Gesichtstäuschungen (die scheinbare Yerwand- 
lung eines getheilten Quadrates in ein Bechteck, das Grosser- 
sehen der unteigehenden Sonne, das scheinbare Convergiren der 
horizontalen Linien auf S. 169) bieten den Beweis, dass auch in 
dem scheinbar reinen Gesichtseindruck schon Vieles durch Asso- 
ciation modificirt seift kann. — Aehnliches gilt aber auch von 
so wesentlichen Bestandtheilen unserer Baumvorstellung wie drei- 
fache Ausdehnung und ünbegrenztheit. Die elementaren Empfin- 
dungen, welche als Kennzeichen von Entfernungen in der drit- 
ten Dimension aufgefasst werden, sind, wie bekannt, sehr 
verschiedener Art: Bewegungsempfindungen beim Gonvei^iren 
der Augenachsen und beim Accommodiren, die scheinbare Grösse 
des gesehenen Objects, die mehr oder weniger scharfe Begren- 
zang desselben, die Verschiedenheit der von beiden Augen emp- 
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fangenen Eindrücke, u. s. w. Die Heterogenel'tät dieser Daten 
unter einander, und eines Jeden derselben mit der (im zwei- 
dimensionalen Gesichtsfelde) gesehenen Entfernung, macht es 
undenkbar dass dieselben arsprünglich, d. h. also ohne associative 
Verbindung mit anderen Eindrücken, als Zeichen für Entfernun- 
gen aufgefasst werden sollten; und dennoch glauben wir die 
Tiefendimension, ebenso unmittelbar wie die beiden anderen, durch 
den Gesichtssinn zu erkennen. — Sodann ist uns das Oesichts- 
feld jedesmal nur als eine begrenzte Fläche gegeben; wenn 
wir bei Eopf- und Körperbewegungen den Inhalt desselben wech- 
seln sehen, so können wir diese Erscheinung nur dann als einen 
Beweis für die allseitige Ausbreitung des Baumes auflhssen, wenn 
wir schon wissen was die gleichzeitigen Bewegungsempfindungen 
bedeuten, n&mlich eine Aenderung unserer Stellung im Baume. 
Ohne diese Yorkenntniss würde der wechselnde Inhalt des (Ge- 
sichtsfeldes nur als eine Aufeinanderfolge von Erscheinungen in 
einem begrenzten (zweidimensionalen) Baume au^efietsst werden 
können. — Es stellt sich also heraus, dass wir in der Oesichts- 
wahrnehmung Vieles, und darunter sehr Wesentliches, als un- 
mittelbar groben auffassen, welches die genauere Analyse als 
importirte Waare erkennen lässt; und so könnte man denn jeden- 
falls hypothetisch die Frage aufwerfen, ob nicht die räum- 
liche Ordnung der Oesichtseindrücke überhaupt 
eine solche importirte Waare sei. Zur Begründung dieser 
Hypothese Hesse sich erstens anführen, dass es jedenfidls ein 
Gebiet (dasjenige der Bewegungsempfindungen) giebt, woher — , 
und einen Weg (denjenigen der Association), auf welchem der 
Import stattfinden könnte. Die Annahme einer ursprünglich ge- 
gebenen räumlichen Ordnung der Gesichtseindrücke ist demnach 
zur Erklärung der thatsächlichen räumlichen AufEassung derselben 
jedenfalls unnöthig. Dass aber diese Annahme auch unrich- 
tig ist, wird m. A. n. in entscheidender Weise durch die Be- 
obachtungen an operirten Blindgeborenen bewiesen. 
Es sei mir gestattet aus den vielen, und in der Hauptsache voll- 



DIE OBOMETBIE. 221 

kommen übereinstimmenden hierhergehörigen fUllen einen der 
interessantesten nnd überzeugendsten mitzntheilen (nach Riehl, 
a.a. 0. IL 138 — 139). ^Düfaüb hat einen 20jährigen Menschen 
mit beiderseitigem, angebornem Gatarakt, welcher zwar Licht- und 
selbst ein gewisses Yermögen für Farbenempfindungen besass, 
aber niemals Umrisse gesehen und keine Eenntniss von der 
Form der Körper hatte, sehend gemacht und über seine in den 
ersten Tagen darauf planmässig angestellten Beobachtungen über 
die Entwickelung des Sehens in den „Archiyes des scienoesphy- 
siques et naturelles", Tom. 58, p. 232, berichtet Am ersten Tage 
bewegte sich der Operirte noch immer wie ein Blinder, so dass 
D. schon am Erfolge der Operation zweifelhaft wurde. Die Auf- 
merksamkeit des Geheilten schien von den ihn umgebenden Ob- 
jecten nicht im Geringsten gefesselt zu werden, obschon die 
Prüfung ergab, dass er gut sah. Nicht einmal die Bewegung 
eines gut beleuchteten, hellen Objectes im Gesichtsfelde konnte 
der Operirte anfangs erkennen, obgleich er angab, das Object 
selbst als „etwas Helles" zu sehen Die in einer Ebene ge- 
legenen Formen vermochte der Operirte nicht zu unterscheiden, 
noch am dritten Tage wusste er nicht anzugeben, welches von 
zwei vorgehaltenen Stücken Gartonpapiers das runde, welches das 
quadratische seL Auf die Frage ob er wisse was rund, was viereckig 
sei, führte er mit den beiden Händen die entsprechenden Be- 
wegungen aus. Nach einiger Zeit lernte er das rechteckige 
Stück am Winkel, also dem plötzlichen Bichtungsunterschied, 
erkennen. Der Geheilte hatte ferner kein Urtheil über die 
Grösse der gesehenen Objecto und konnte nicht entscheiden, 
welches von zwei gleichgestalteten Papierstücken, deren eines 
die doppelte Länge des andern hatte, das längere sei. Zur 
Entscheidung darüber gedrängt, strich er die Finger über die 
beiden Stücke und bestimmte also die Grösse nach der verschie- 
denen Dauer einer Serie von ähnlichen Empfindungen, üeber 
Entfernungen hatte er anfangs gar kein Urtheil ohne 
den Gebrauch der Hände; daher er mit voigestreckten Händen 
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ging und tastete, als ob er nichts sähe, auf die helle ThürUinke, 
auf die er aufmerksam gemacht wurde, awar losging, aber zwei 
Schritte vor ihr stehen blieb und im Yersuch, sie zu ergreifen, 
grosse MisQgrifie beging." — Was beweisen nun diese und lUm* 
liehe Beobachtungen? Dieselben beweisen erstens, wie Bibhl 
(a. a. 0., n. 139) hervorhebt, „dass sämmtliche Grundbestand- 
theile der Baumconstruction : Bewegung, Oestalt, Grösse, 
Richtung, for die beiden Sinne rerschieden sind, dass somit 
zwischen den aus ihnen abgeleiteten beiderseitigen Yorstellungen 
keine andere Verbindung besteht, als diejenige, welche die Er- 
fahrung stiftet" Aber zweitens madien dieselben es in hohem 
Grade wahrscheinlich, dass ursprünglich die Gesichte- 
eindrücke nicht als eine extensive Grösse ins Be- 
wusstsein treten. Denn wenn dem so wäre, so müssten 
doch, scheint es, grössere und kleinere Theile des Gesichtsfeldes 
unmittelbar, ohne Unterstützung durch Bewegungsempfindungen, 
als solche unterschieden werden ; was aber thatsächlich (nach dem 
Experimente mit den beiden Papierstrelfen) nicht der Fall ist 
Wir finden also in den Beobachtungen an operirten Blindgeborenen 
einen Grund, es wenigstens für sehr wahrscheinlich zu halten, dass 
nicht nur die dritte Dimension und die Unbegrenztheit, sondern 
dass der räumliche Charakter überhaupt in den ur- 
sprünglichen Daten des Gesichtssinnes nicht ge- 
geben ist. 

Durch die angeführten Thatsachen, und durch andere for welche 
ich auf die interessante Abhandlung Heucholtz' „Die neueren 
Portschritte in der Theorie des Sehens" (V. u. R I. 233—331) 
verweisen muss, werden wir augenscheinlich zu derjenigen Theorie 
von der Entstehung des Gesichtsraumes hingetrieben, welche man 
als die empiristisch e zu bezeichn^i pflegt „Diese Theorie nimmt 
an, dass unsere Sinneeempfindungen uns überhaupt nichts weiter 
geben als Zeichen für die äusseren Dinge und Yoigänge, welche 
zu deuten wir durch Erfahrung und Uebung erst lernen müssen. 
Was namentlich die Wahrnehmung der örtlichen Unterschiede 
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betrifft, so wftrden diese erst mit Hilfe von Bew^ungen kennen 
zu lernen sein, im Oesichtsfelde namentlich mittels der Augen- 
bewegangen. Einen Unterschied zwischen den Empfindungen 
▼erschifidener Netzhautstellen, der ron der örtlichen Yerschieden- 
heit derselben herrührt, muss natürlich auch die empiristische 
Theorie anerkennen. Wenn ein solcher nicht vorhanden w&re 
wftrde es überhaupt unmöglich sein, örtliche unterschiede im 
Oesichtsfelde zu madien. Die Empfindung von Roth, welches die 
rechte Seite einer Netzhaut trifft, muss irgendwie unterschieden 
sein von der Empfindung desselben Roth, wenn es die linke 
Seite derselben Netzhaut trifft, und zwar muss dieser Unterschied 
beider Empfindungen ein anderer sein, als wenn zwei verschie- 
dene Abstufungen des Both nach einander dieselbe Netzhautstelle 
treCfon. Diesen übrigens vorläufig sdner Art nach unbekannt 
bleibenden Unterschied zwischen den Empfindungen, welche die- 
selbe Farbe in verschiedenen Netzhautstellen erregt, nennen wir 
mit Lotze das Localzeichen der Empfindung.... Die empi- 
ristische Theorie (betrachtet also) die Localzeichen als irgend 
welche Zeichen — gleichviel, welcher Art sie seien — und ver- 
langt, dass die Bedeutung dieser Zeichen für die Erkenntniss 
der Anssenwelt gelernt werden könne und gelernt werde. Dabei 
ist es also audi nicht nöthig, irgend welche Art von Ueberein- 
stimmung zwischen den Localzeichen und den ihnen entsprechen- 
den äusseren Baum unterschieden vorauszusetzen" (Hblmholtz, 
a. a. 0. 298—299). — Lichtempfindungen an verschiedenen Netz- 
hautstellen sind also, dieser Theorie zufolge, ursprünglich nicht 
als örtlich, sondern als rein qualitativ verschieden (ähnlich wie 
verschiedene Töne) gegeben; nur die Erfahrung bringt zwischen 
diesen Empfindungen und den (von Hause aus räumlichen) Daten 
des Bewegungssinnes associative Verbind ungen zu Stande^ kraft 
deren wir auch aus jenen über räumliche Verhältnisse zu urthei- 
len vermögen. Das Veriiältniss zwischen jenen Netzhautempfin- 
dungen und den entsprechenden Bewegungsempfindungen wäre 
demnach ein ähnlidies wie dasjenige zwischen dem Gesichts- 
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eindruck des geschriebenen, und dem Gehorseindrack des ge* 
sprochenen Wortes. Genau so wie wir, so oft wir ein Wort lesen, 
uns auch den entsprechenden Laut sofort vorstellen, demzufolge 
der ungebildete Mensch glauben könnte, in dem geschriebenen 
Zeichen selbst schon etwas Ton dem gehörten Laute wahrzu- 
nehmen, — genau so treten auch gleichzeitig mit den Netzhaut- 
empfindungen die entsprechenden, durch Association damit ver- 
bundenen räumlichen Daten des Bewegungssinnes ins Bewusst- 
sein, und bilden wir uns demzufolge ein, dieselben seien schon 
in den Netzhautempfindungen mitgegeben. Thatsächlich ist aber 
der reine Gesichtseindruck ebensowenig ausgedehnt, wie das ge- 
schriebene Wort hörbar ist 

Diejenigen Daten, welche uns ursprünglich und unmittelbar 
mit räumlichen Yerhältnissen bekannt machen, können demnach, 
wie es scheint, nur dem Gebiete der Bewegungsempfin- 
dungen angehören. Allerdings lässt sich dieser Satz nicht direct, 
durch Beobachtung oder Experiment, beweisen : denn erstens sind 
uns keine Fälle bekannt, in denen Bewegungsempfindungen von 
Geburt an entweder nicht, oder mit Ausschliessung sämmtlicher 
anderer Empfindungen gegeben wären; und zweitens lassen sich 
auch in der Phantasie die Daten des Bewegungssinnes nicht scharf 
von den Daten anderer Sinne absondern (66). Zur B^rftndung 
des angestellten Satzes lässt sich aber erstens darauf hinwei- 
sen, dass die Daten sämmtlicher anderer Sinne, wie wir gesehen 
haben, zur Erklärung unseres thatsächlichen räumlichen Wisseos 
nicht ausrechen. Zweitens auf die bekannte Thatsache, dass 
Kinder (und nach den Beobachtungen Dufaüb's auch operirte 
Blindgeborene) durch Bewegungen sich im Baume orten tiren, 
und die Gesichtsempfindungen räumlich interpretiren lernen. 
Drittens wäre mit Biehl (a. a. 0. ü. 143) daran zu erinnern, 
„wie fiberaus scharf unsere Unterscheidungsfähigkeit dieser (Be- 
wegungsempfindungen) .... ist, (was) wir jedesmal inne (werden), 
so oft die Ausführung unserer Bewegungen von der Aufmerk- 
samkeit auf dieselben allein abhängt, z.B. wenn wir uns im 
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Dankeln zu onentireo haben, oder wenn wir auch nur auf un- 
sere Buhelage im Finstern merken." In entscheidender W^ise 
würde aber die Richtigkeit der angestellten Yermuthung nur 
dadurch bewiesen werden können, dass sich die Thatsachen un- 
seres räumlichen Wissens, so wie dieselben iin gegebenen Denken 
vorliegen, vollständig aus derselben erklären Hessen. Ob dies 
wirklich der Fall ist, werden wir später untersuchen; vorläufig 
halten wir es aus den angeführten Grründen fClr wahrscheinlich, 
dass die wesentlichen Grundlagen unserer Baumerkenntniss uns 
in den Bewegungsempfindungen gegeben seien, und versuchen 
über die Art und Weise dieses Oegebenseins uns etwas näher 
zu unterrichten. 

56. Der Raum des Bewegungssinnes. Die Hypotliese Rielii's. 

Dem Yorhergehenden zufolge, müssen uns die eigenen Bew^un- 
gen in iigendwelcher Weise unmittelbar gegeben sein: in wel- 
cher Weise sind uns dieselben aber gegeben? Sind wir uns nur 
des gegebenen Bewegungs Impulses bewusst, oder wird die 
ausgeführte Bewegung selbst, mittelst Haut-, Muskel- oder 
Gelenkempfindungen, von uns wahrgenommen? Sind uns die be- 
treffenden Eindrücke ursprünglich als ein blosses Aggregat ver- 
schiedenartiger und auf nichts Oemeinsames zurückzuführender 
Daten gegeben, oder sind dieselben sämmtlich aus einer beschränk- 
ten Anzahl elementarer Empfindungen in verschiedener Weise 
zusammengesetzt? — Auch diese Fragen lassen sich durch ein- 
fache Selbstbeobachtung nicht entscheiden: schon desshalb nicht, 
weil die Oesichtsempfindungen, ihrer grösseren praktischen Leis- 
tungsfähigkeit wegen, die BewQgungsempfindungen vollständig in 
den Hintergrund des Bewusstseins zurückgedrängt haben, dem- 
zufolge wir die Fähigkeit, uns den Inhalt der letzteren rein und 
klar vorzustellen, vollständig verloren zu haben scheinen. Wenn 
wir uns durch blosses Herumtasten in einem unbekannten dunklen 
Baume orientiren, so stellen wir uns dennoch die Etgebnisse 
dieser Untersuchung in Oesichtsbildem vor, und vermögen nicht 

16 
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scharf zu unterscheiden, wie diejenigen Daten, welche assodativ 
diese GFesichtsbiider heryorrofen, selbst beschaffen sind. Unter 
solchen Umständen sind wir auch für die Bestimmung des eigent- 
lichen Inhaltes der Bewegungsempfindongen aaf Hypothesen an- 
gewiesen, welche sich dadurch begläubigen müssen, dass sie zur 
Erklärung der gegebenen Erscheinungen sich tauglich erweisen. 
Die einfachst denkbare Hypothese über die BeschaffiBuheit der 
ursprünglichen Daten des Bewegungssinnes ist non wohl die- 
jenige Biehl's, nach welcher die Bewegungsempfindungen uns 
ursprünglich als „eine Mehr&chheit qualitativ verschiedener Be- 
stimmungsweisen" gegeben seien, „derart, dass von einer Bestim- 
mungsweise ein stetiger Uebergang zu einer davon verschiedenen 
möglich ist." Riehl nennt diese mehr&ch bestimmten BewQgungs- 
empfindungen Richtungsgefühle, und nimmt an, dass vrir 
drei verscheidene Arten derselben besitzen: .„die Gefühle des 
Zugs der Schwere, wenn diesem nachgegeben oder ihm ent- 
gegengewirkt wird, die Gefühle intendirter oder ausgeführter 
seitlicher Bewegungen, welche durch die Lage unserer Glied- 
massen wo nicht erzeugt, doch verstärkt werden, endlich die 
Gefühle, welche der beabsichtigten oder wirklich erfolgenden 
Bewegung nach vor- oder rückwärts eigenthümlich sind." 
Er bemerkt ausdrücklich und wiederholt, „dass darunter nicht 
etwa die Yorstellungen der Theile unseres Körpers oder die der 
Richtungen imRaume zu verstehen sind, sondern ausschliess- 
lich die G e f ü h 1 e als solche" (Riehl, a. a. 0. TL. 143). Es ist von 
höchster Wichtigkeit, dass man sich über diesen Punkt vollstän- 
dig klar werde, und denselben bei den nachfolgenden Untersuchun- 
gen fortwährend scharf im Auge behalte. Zu diesem Zwecke ist 
es vor Allem nöthig, alle Erinnerungen an Gesichtsbilder fernzu- 
halten; was sich vielleicht am Besten so bewerkstelligen lässt, 
dass man die Raumvorstellung des Blindgeborenen als Hülfs- 
begriff einführt Allerdings ist es nach dem Yorhergehenden dem 
Spenden nicht möglich, sich in diese Yorstellung zu versetzen: 
der Gedanke aber, dass es sich hier nur um die Erklärung 
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dieser Raamvorstellung handelt, kann viele Missverständnisse 
▼erhüten. — Die Hypothese Biehl's enthält also einfach Folgen- 
des: dass, wenn wir einen Blindgeborenen Bew^angen nach 
oben oder nach unten, nach links oder nach rechts, nach vom 
oder nach hinten ausfahren sehen, dem Blindgeborenen selbst 
nur drei qualitativ verschiedene, jedes för sich eines Entg^en- 
gesetzten fähige GefGlhle ins Bewusstsein treten. Die Beziehung 
zwischen diesen drei Gefühlen brauchen wir uns nicht inniger 
und nicht anders zu denken als etwa die Beziehung zwischen 
verschiedenen elementaren Farbenempfindungen, welche auch als 
solche einen identischen Allgemeincharakter besitzen, aber übrigens 
unter sich vollkommen unvergleichbar sind. Ganz besonders muss 
aber der Gedanke zurückgedrängt werden, als ob der Blindgeborene 
schon Etwas davon wüsste, dass diese Gefühle Bewegungen in 
einem dreidimensionalen Baume bedeuten: er weiss eben von 
dem Dasein eines Baumes noch Nichts, sondern ist ausschliess- 
lich auf die dreifiEU^h bestimmten Gefühle angewiesen, welche für 
ihn ebensowenig etwas „bedeuten" wie etwa drei Farbenempfin- 
dungen für den Sehenden. Eben die Entstehung des räumlichen 
Wissens bei Blindgeborenen soll die BisHL'sche Hypothese er- 
klären. — Ueber die Frage, ob dem Blindgeborenen in diesen 
Richtungsgefühlen unmittelbar der Willensimpuls, die Innervation, 
ins Bewusstsein trete, oder aber ob ihm dieselben in letzter In- 
stanz als Haut-, Muskel- oder Gelenkeoipfindungen gegeben seien, 
entscheidet diese Hypothese nicht Nur soviel wird vorausgesetzt, 
dass der Blindgeborene erstens, in irgendwelcher Weise, etwas 
Anderes empfindet wenn er willkürliche Bewegungen nach oben 
oder unten, als wenn er willkürliche Bewegungen nach rechts 
oder links, oder nach vorn oder hinten zu Stande bringt; und 
dass er zweitens auch bei Bewegungen in gleicher Bichtung den 
längeren von d^m kürzeren Wege zu unterscheiden, also die Bewe- 
gungsgefühle in irgendwelcher Weise zu messen im Stande ist ^). 



1) Ob dem Blindgebarenen der Unterschied des längeren and des kürzeren 
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Offenbar ist diese Hypothese die einfachst denkbare, sofern die 
Thatsache, dass der Blindgeborene zwischen verschiedenen Bich- 
tangen und zwischen yerschiedenen Entfernungen unterscheiden 
kann, überhaupt erklärt werden soll. — Wir nennen die nicht 
näher zu bestimmenden Daten, nach welchen der Blindgeborene 
zwischen verschiedenen Richtungen unterscheidet, die Qualität, 
die anderen, welche er bei der Messung des Weges in Anschlag 
bringt, die Quantität des Bewegungsgefilhles. Wir bezeichnen 
weiter die drei qualitativ verschiedenen Orundgefiihle, denen Be- 
wegungen nach oben oder unten, nach rechts oder links, und 
nach vom oder hinten entsprechen, durch die Buchstaben 0, B 
und Y ; und nehmen dieselben positiv für Bewegungen nach oben, 
nach rechts oder nach vorn, negativ für Bewegungen nach unten, 
nach links oder nach hinten. Die einer beliebigen Bewegung ent- 
sprechenden Daten sind dann für den Blindgeborenen in doppelter 
Bestimmtheit gegeben: erstens qualitativ durch das Yerhält- 
niss, in welchem die drei Orundgefähle darin vertreten sind, also 
etwa durch die Formel (0:B:Y); zweitens quantitativ durch 
den Gesammtbetrag derselben, also etwa durch die Formel (0, R, Y). 
Eine in gerader Linie stattfindende Bewegung ist fiir den Blind- 
geborenen durch das Gonstantbleiben des Yerhältnisses (0 : B : Y), 
eine krumme oder gebrochene durch die allmählige oder plötz- 
liche Aenderung desselben charakterisirt Die Entfernung zweier 
Körper wird er sich nur als ein gewisses Bew^ungsgefuhl vorstellen 
können, welches die Tastempfindung des einen zeitlich mit der 
Tastempfindung des anderen verbindet; die Grösse dieser Ent- 
fernung wird er nur durch die Quantität dieses Bewegangsgefuhles 
messen können. Aber auch den Ort, wo sich ein gegebener Kör- 
per befindet, wird er nur durch die Quantität der BewQgungs- 



Weges unmittelbar gegeben ist, oder ob er (wie Ribhl annimmt) denselben erst 
mittelbar, durch Verbindung gegebener, der Geschwindigkeit entsprechender 
Merkmale des Bewegungsgefühles mit der Zeitdauer desselben bestimmen lernt, 
kann hier unentschieden bleiben. 
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gefähle bestimmt denken können, welche erfordert sind um den- 
selben zu erreichen ; der Begriff des Ortes wird für ihn keinen 
anderen Inhalt haben, als das YoUendetsein einer quantitativ be- 
stimmten Reihe von Bew^ungsgefahlen ; er wird nicht (wie wir, 
in Folge der Einmischung des Oesichtsbildes) den Ort für sich, 
abgetrennt von dem zu demselben führenden Wege, sich denken 
können. Der Satz, dass der nämliche Ort auf verschiedenen Wegen 
erreicht werden kann, wird für ihn nichts weiter bedeuten als 
dass die nämliche quantitativ bestimmte Summe von Bewegungs- 
gefühlen in verschiedener Beihenfolge sich erzeugen lässt; dass 
roltn (in der nebenstehenden Figur) von 
A nach F sowohl auf dem Wege A B C F 
als auf dem Wege A D E F, A B F oder 
A F u. s. w. gelangen kann, will für ihn 
nur sagen, dass die Summe von Bewegungs- 
gefühlen (0, R, V) nach Belieben in der 
Reihenfolge (0, R, 0), (0, 0, 0), (0, 0, V),' 
oder (0, 0, 0), (0, 0, V), (0, R, 0), oder (0, R, 0), (0, 0, V), 
oder (0, R, V), u. s. w. erzeugt werden kann. So wird die Geo- 
metrie des Blindgeborenen, wie Riehl treffend bemerkt, sich zur 
unsrigen verhalten, wie die analytische zur synthetischen. „In 
der analytischen Geometrie wird das Einzelne (der Ort) durch 
Abmessung continuirlich und unabhängig von einander veränder- 
licher Grossen bestimmt, jede Bewegung eines Gebildes wird be- 
gleitet von einer stetigen Aenderung einer oder mehrerer Coordi- 
Daten, mithin durch die bestimmte Aenderung dieser Grössen 
dargestellt Nun ßnden wir in der That, dass auch die Wahr- 
nehmung des Tastenden durch drei von einander unabhängige 
Orundgefühle bestimmt, die Bewegung oder Aenderung seiner 
Wahrnehmung durch Aenderung dieser Gefühle gekennzeichnet 
wird. Wir sehen, dass er seine Yorstellung von dem, was in der 
Sprache des Gesichts.... rund, was viereckig heisst, durch 
entsprechende Bewegungen ausdrückt, dass er den Winkel 
an der plötzlichen Aenderung des Richtungs^fühles erkennt 
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u. d. f. Seine Geometrie ist, was ihre tbatsächlichen Grundlagen 
betrifft, eine Goordinatengeometrie; wie die Geometriedes 
Sehenden die synthetische, sowohl die ältere des Euklides 
als — und besonders — die neuere projectivische ist" (a. a. 0. 
n. 148). 

Welche Vorstellung wird aber der Blindgeborene, der au%e- 
stellten Hypothese zufolge, mit dem Worte Baum verbinden? 
Soviel ist klar, dass es ihm „an der Möglichkeit fehlen (muss), 
die Ausdehnung unmittelbar aufzufossen." „Die Tastwahmehmun- 
gen der Goexistenzverhältnisse weichen von den entsprechenden 
Vorstellungen des Gesichts darin ab, dass ihnen das charakteiSs- 
tische Merkmal der letzteren fehlt: das simultane Ausser- 
einandersein der vorgestellten Elemente. — Falten wir im 
Dunkeln die Hände, und bemühen wir uns, die Erinnerung an 
die Gesichtsvorstellung ihrer Gestalt, ja selbst die Vorstellung des 
Dunkeln, gänzlich abzuhalten — und wir werden nichts weiteres 
wahrzunehmen vermögen, als eine zusammengesetzte Empfindung, 
deren Theile nur in der Weise unterschieden werden können, 
wie die Partialtöne eines Klanges, oder die einzelnen Klänge eines 
Accordes, die wir zugleich hören und unterscheiden. D.h. die 
gleichzeitigen Bestandtheile dieses Wahrnehmungszustandes bilden 
eine Mannigfaltigkeit reiner Intensitäten, welche nichts von einem 
Aussereinandersein der coexistirenden Bestimmungsweisen 
enthält .... Nun bewegen wir die Arme, hüten uns aber soi^- 
fältig, die Spuren ihres Weges auf einen Hintergrund von irgend 
einer Helligkeit, sei es auch nur der des „Augenschwarz", zu 
projiciren, — und die einzige Wahrnehmung, die wir auf diesem 
Wege erlangen können, wird die der Folge der Bewegungs- 
empfindungen und einer gewissen Dauer dieser Folge sein" 
(BiEHL, a.a. 0. IL 144, 146). Von einem Baume als einem selb- 
ständig ausser uns existirenden Etwas, als einem in jedem Mo- 
mente thatsächlich gegebenen riesigen Behalter, in welchem sämmt- 
liche Dinge ihren Platz haben, wird demnach der Blindgeborene 
einfach keine Ahnung haben. Wohl aber wird er dazu gelangen 
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können, ein allgemeines Schema sämmtlicher nach 
Qualität und Quantität möglicher Bewegungsge- 
fühle au&ustellen, und (nachdem er gelernt hat, in dem früher 
angedeuteten Sinne die Orte der Dinge durch die zur Erreichung 
derselben erforderten Bewegungsgefiihle zu bestimmen) jedem Dinge 
einen Ort innerhalb desselben anzuweisen. Dieses Schema, ein 
reines Oedankending, wird Alles sein, was sich der 
Blindgeborene bei dem Worte „Baum" denken kann. 
Der Ort eines Dinges in diesem Baume bedeutet für den Blindgebo- 
renen genau das Nämliche wie die Stelle eines Tones in dem 
zweidimensionalen Tonschema für uns: also nicht ein reelles 
Yerhältniss, sondern eine Bestimmung des Wahlgenommenen in 
Bezug auf das abstracto Schema des Wahrnehmbaren. Gtenau so, 
wie wir nicht daran denken, dem Tonschema eine eigene Bealität 
neben den einzelnen Tönen beizulegen, wird auch der Blind- 
geborene keinen Grund finden, dem Baume eine selbständige 
Existenz neben den einzelnen Bewegungsempfindungen zuzuschrei- 
ben. Der Baum ist für ihn nicht Anschauung sondern BegrifiP; 
und dieser BegrifT hat keinen anderen Inhalt als die Vorstellung 
der dreifach bestimmten Bewegungsgefühle, mit dem Nebengedan- 
ken, dass diese Oefühle sich nach Willkür, in beliebiger Zusammen- 
setzung und Quantität, erzeugen lassen. 

57. Die Geometrie des Bewegungasinnes nacli der Hypothese 

Riehl's. Nachdem wir also über die Bedeutung^ welche der Biehl' 
sehen Hypothese zufolge den geometrischen Grundbegriffen für 
Blindgeborene zukommen muss, uns vorläufig orientirt haben, 
werden wir jetzt untersuchen, ob diese Hypothese zur Erklärung 
der gegebenen Thatsachen ausreicht Die Thatsache welche die 
RiEHL'sche Hypothese erklären soll, ist das Yorkommen eines dem 
unsrigen vollständig entsprechenden geometrischen Wissens bei 
Blindgeborenen. Seinem Inhalte nach haben wir dieses Wissen 
durch die Axiome der Dreidimensionalität, der Gontinuität, der 
Homogeneität oder Congrnenz, der geraden Linie (welches die 
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Unendlichkeit des Baumes analytisch in sich enthält) und der 
Parallelen, — seiner allgemeinen Natur nach durch die Merkmale der 
absoluten Allgemeinheit, der Apodicticität und der Exactheit be- 
stimmt gefunden (42, 48). Es fragt sich, ob, unter Yoraussetzung 
der Hypothese Bikhl's, die Nothwendigkeit dieses nach Form und 
Inhalt bestimmten geometrischen Wissens für Blindgeborene nach- 
gewiesen werden kann. 

Was erstens die dreifache Bestimmtheit und die Con- 
tihuität betrifft, so ist es unmittelbar klar, dass diese Eigen- 
schaften dem Schema der Bewegungsempfindungen, welches nach 
der Hypothese Riehi/s für den Blindgeborenen unserem „Baume" 
entspricht, zukommen müssen. Dem Axiome, dass von einem 
beliebigen Punkte aus sich nur drei senkrecht auf einander 
stehende Geraden ziehen lassen, entspricht für den Blindgeborenen 
der Satz, dass er nur in drei elementaren Qualitäten Bewegungs- 
gefühle erzeugen kann ; dem Axiome, dass jene Geraden conti- 
nuirliche Grössen sind, der Satz, dass die Quantität dieser Be- 
wegungsgefühle continuirlicher Zunahme fiihig ist Beides ist dem 
Blindgeborenen ex hypothesi in der unmittelbarsten Selbstwahr- 
nehmung gegeben. 

Nicht unmittelbar gegeben, aber dennoch leicht zu erklären ist 
die Gewissheit, welche dem Homogeneitäts- oder Con- 
gruenzaxiom für Blindgeborene zukommt Wenn der Baum 
für den Blindgeborenen nichts weiter ist als das Schema der 
überhaupt möglichen Bewegungsempfindungen (56), so kann auch 
die Homogeneität des Baumes für ihn nichts weiter sein als die 
Homogeneität dieses Schema's. Dieselbe muss ihm demnach ein- 
fach selbstverständlich erscheinen: denn dieser Baum ist nicht 
ein Gegebenes, sondern die blosse Yorstellung der beliebigen 
Fortsetzung eines identischen Processes. Die yerschiedenen Theile 
dieses Baumes sind nicht verschiedene nebeneinander existirende 
Wirklichkeiten, sondern verschiedene succedirend gedachte Be- 
thätigungen eines nämlichen Vermögens : des .Vermögens, Be- 
wegungsgefüble hervorzubringen. Der Blindgeborene kann dem- 
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nach getrost behaupten, dass der ihn jetzt umgebende Baum 
vollkommen homogen ist mit demjenigen in welchem er gestern 
verweilte: denn er behauptet damit nichts Anderes als die 
Identität der Bewegungsempfindung mit sich selbst — Daher 
auch die Forderung, dass es unbedingt möglich sein müsse, 
an jedem Orte des Battmes eine einer gegebenen congruente 
Figur zu construiren. Baumfiguren, mathematische Körper, sind 
für den Blindgeborehen nichts weiter als Ausschnitte aus dem 
Schema der Bewegungsempfindungen; dieselben werden aus- 
schliesslich durch Qualität und Quantität der entsprechenden Be- 
wegungsempfindungen bestimmt; und die Qewissheit dass sie 
sich an jeder Stelle jenes Schema's in gleicher Bestimmung cen- 
struiren lassen, ist einfach darin begründet, dass es die nämlichen 
Bewegungsempfindungen sind, welche, in endloser Wiederholung, 
jede Stelle dieses Schema's ausfüllen. 

Das Axiom von der geraden Linie sagt aus, dass zwei 
verschiedene, von Einem Punkte aus gezogene gerade Linien, be- 
liebig verlängert, keinen zweiten Punkt gemein haben können. 
Wie muss dieses Axiom in der Sprache des Bewegungssinnes 
lauten? Eine gerade linie ist für diesen Sinn nur eine Beihe 
constant zusammengesetzter Bewegungsgefühle ; der Punkt ist für 
denselben nichts weiter als ein Moment aus einer Beihe successiv 
erzeugter Bewegungsgefühle, und wird nur durch die Quantität 
der zur Erreichung desselben erforderten Bewegungsgefühle be- 
stimmt (56). Das Axiom von der geraden Linie will also in der 
Sprache des Bewegnngssinnes nur sagen, dass, wenn von 
einem durch die Erzeugung beliebiger Bewe- 
gungsgefühle zu erreichenden Anfangszustand 
aus, zweimal, in verschiedener aber jedesmal 
constanter Zusammensetzung, Beihen von Be- 
wegungsgefühlen erzeugt werden, diese bei- 
den Processe, beliebig fortgesetzt, keine Mo- 
mente enthalten können, welche durch die 
nämlichen Beträge an Bewegungsgefühlen der 
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drei Arten bestimmt werden. Diese Behauptung ist 
aber nicht mehr ein unbeweisbares Axiom, sondern ein streng 
zu beweisender Lehrsatz. Der Anfangszustand der beiden Prooesse 
sei durch die Bewegungsgefiihie (0, B, Y) bestimmt; die oon- 
stauten Verhaltnisse, in welchen von diesem Anfangszustande 
aus Bewegungsgefiihie erzeugt werden, seien (0^ : R^ : Y^) und 
(Oji : Bs : Y^) ; es werde demnach vorausgesetzt dass nicht 
0| : B| : Y^ = Og : B<| : Yg. Dann wird offenbar jeder im Yerlaufe 
des ersteren Processes zu erreichende Moment durch einen Aua> 
druck von der Form: 

(0+pOi, B + pRi, Y + pYJ, 

jeder im Yerlaufe des zweiten Processes zu erreichende Moment . 
durch einen Ausdruck von der Form: 

(0 + 20„B + jB„ Y + jYji) 

quantitativ bestimmt; und es gilt zu beweisen dass niemals, 
welche Werthe man für p und q anzunehmen beliebe, die 
Gleichungen : 

R + pBi=B + 3B9, und 
Y+pYi = Y + jY, 

zusammen gelten können. Dieser Beweis lässt sich aber sehr 
ein&ch fuhren: denn wenn fiir bestimmte Werthe von p und { 
jene drei Oleichungen zusammen gelten sollten, so liesse sich 
daraus sofort ableiten: 

I>0i = j0, pBi = jRa i>Vj=jYj| 

p : j = Oj, : Ol = R, : Ri = Y, : Yi 

Ol : Ri : Yj = Oa : R, : Y, 

was der Yoraussetzung widerspricht — Aus den Daten des 
Bewegungssinnes nach der Hypothese Ribhl's 
lässt sich demnach das Axiom von der geraden 
Linie, in der Form welche es für den Blind- 
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geborenen haben muss, analytisch ableiten. 
Das Axiom von der Unendlichkeit des Raumes 
ist nach den BiEMANN-HELBiHOLTz'schen Untersuchungen (47) in 
den vorhergehenden analytisch enthalten; es kann aber für die 
Einsicht in die Leistungsfähigkeit der BiEHL'schen Hypothese 
nützlich sein, über die Bedeutung, welche es im Denken des 
Blindgeborenen haben muss, noch einige Worte zu sagen. Offen- 
bar kann der Blindgeborene sich die Unendlichkeit des Baumes 
nur denken als die Möglichkeit einer unbeschränkt fortgesetzten 
Erzeugung von Bewegungsempfindungen. In welchem Sinne und 
mit welchem Rechte wird aber diese Möglichkeit von ihm 
b^auptet? Gewiss nicht in dem Sinne, dass sein Yermögen, Be- 
wegungsgefühle zu erzeugen, thatsächlich unbeschränkt wäre: 
jeder empfundene Widerstand lehrt ihn ja das Gegentheil, und 
er hat keinen Grund zu behaupten, dass nicht irgend einmal 
dieser Widerstand ein absoluter sein könne. Auch thut die Yer- 
muthung eines solchen absoluten Widerstandes (wie ihn etwa 
das „Himmelsgewölbe" nach populärer Auffassung bieten würde) 
der Gewissheit des Unendlichkeitsaxioms keinen Abbruch. Wenn 
aber das Axiom über die thatsächliche Möglichkeit, ins Unend- 
liche Bewegungsgefühle zu erzeugen, nichts enthält, welchen 
Sinn hat es dann? Man braucht, um auf diese Frage die Ant- 
wort zu finden, nur daran zu denken, dass die Bew^oogsemp- 
findungen nicht passiver, sondern activer Natur sind, nicht erlebt, 
sondern wiUkürlich erzeugt werden. Stösst dieser Process auf 
einen Widerstand, so führt der Widerspruch zwischen Wollen 
und Können zur Annahme eines Nicht-Ich, der Aussenwelt, des 
Stoffs. In den passiven Empfindungen würde zur BUdung dieses 
Begriffs niemals eine Veranlassung gegeben sein; wie man denn 
auch, erkenntnisstheoretisch ganz richtig, den Stoff zu definiren 
pflegt als „dasjenige welches Widerstand leistet". — Wird nun 
die Erzeugung von Bewegungsempfindungen gegen den Willen 
des Bewegenden gehemmt, und demnach ein „fremdes Ding" als 
Ursache der Hemmung postulirt, so bleibt doch immer der Ge- 
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danke zurück, es wäre, wenn das fremde Ding nicht dagewesen 
wäre, möglich gewesen noch mehr Bewegungsempfindangen za 
erzeugen. In diesem Oedanken liegt der Keim des unendlich- 
keitsaxioms. So ^ft ich, thatsächlich oder in der blossen Yorstel- 
lung, auf Widerstand stosse, kann ich mir leicht noch eine weitere 
Erzeugung von Bewegungsgefiihlen vorstellen; es liegt ja in den 
Bewegungsgeflihlen selbst nichts, wodurch die Erzeugung dersel- 
ben innerhalb bestimmter Grenzen beschrankt sein sollte. * — Für 
den Blindgeborenen ist also die Unendlichkeit des Baumes nicht 
die gegebene Unendlichkeit eines vorgestellten Dinges, sondern 
die gedachte Unendlichkeit eihes psychischen Processes. Aus der 
blossen Thatsache der willkürlichen Erzeugung von Bewegungs- 
empfindungen ergiebt sich ihm auf rein analytischem Wege der 
fundamentale Gegensatz von Baum und Stoff (leerem und erfüll- 
tem Baum, freier und gehemmter Erzeugung von Bew^ungs- 
empfindungen), sowie die nothwendige Theilnahme des zweiten 
an den Eigenschaften des ersteren. Und der Begriff des unend- 
lichen, an jedem Punkte entweder leeren oder stofferfullten Baumes 
hat für ihn keinen anderen Inhalt als den der begrifflich unend- 
licher Fortsetzung fähigen, factisch aber in jedem Moment ent- 
weder freien oder gehemmten Erzeugung von Bewegungsempfin- 
dungen. Demnach wird auch meiner Ansicht nach der Blind- 
geborene ganz wohl den Ausdruck: die Dinge seien ausser 
einander im Baume, verstehen können. Jedes Ding ist ja für ihn 
nur ein bestimmter Gomplex von gehemmten Bewegungsempfin- 
dungen ; und er wird leicht einsehen können, dass all diese Com- 
plexe Theile des Systems der überhaupt vorstellbaren Bewegungs- 
empfindungen sind, und dass dieselben als solche ausser einander 
sich befinden. Nur kann hierbei selbstverständlich nicht von 
einem simultan wahrgenommenen Aussereinander die 
Bede sein ; vielmehr von einem Verhältnisse wie demjenigen zweier 
beliebiger Zahlenreihen, von denen man auch ein Aussereinander, 
innerhalb der unendlichen Zahlenreihe, behaupten kann. 

Endlich das Axiom von den Parallelen. In der von 
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Helmhoi/tz gebotenen Formulirang (V. u. B. ü. S. 5) sagt dasselbe 
aus, ^dass durch einen ausserhalb einer geraden Linie liegenden 
Funkt nur eine einzige und nicht zwei verschiedene jener ersten 
parallele Linien gelegt werden können. Parallel aber nennt man 
zwei Linien, die in ein und derselben Ebene liegen und sich 
niemals schneiden, so weit sie auch verlängert werden mögen." 
Um dieses Axiom in die Sprache des Bewegungssinnes über- 
tragen zu können, werden wir zuerst ein Merkmal au&uchen 
müssen, wodurch der Blindgeborene zwei in einer und derselben 
Ebene liegende gerade Linien von anderen unterscheiden kann. 
Ein solches Merkmal würde etwa folgende Begrif&bestimmung 
bieten: zwei gerade Linien liegen in einer und derselben Ebene, 
wenn sie, jede für sich, zwei andere gerade Linien, welche einen 
Punkt gemein haben, schneiden. Nehmen wir diese Begrifbbestim- 
mung an, so erhält das Parallelenaxiom folgende Form: Wenn 
von einem bestimmten Punkte aus 
zwei gerade Linien A und B ge- 
zogen werden, und wenn von einem 
Funkte der Linie A aus eine dritte 
gerade Linie C gezogen wird, welche 
die Linie B schneidet, — so wird, 
es immer möglich sein, von einem beliebigen Punkte der Linie B 
aus eine und nur eine gerade Linie D zu ziehen, welche 
die Linie C wohl, die Linie A aber niemals schneidet Oder in 
der Sprache des Bewegungssinnes: Wenn von einem be- 
stimmten Anfangszustand aus, zwei Reihen 
von Bewegungsgefühlen A und B, von verschie- 
dener aber constanter Zusammensetzung(0:R:y) 
und (Ol : R^ : Vj), erzeugt werden, und wenn von 
einem Momente in der Reihe A aus eine dritte 
constant zusammengesetzte Reihe von Bewe- 
gungsgefühlen Gerzeugt wird, derart dass die- 
selbe mit der Reihe B eilten Moment gemein 
hat, — so wird es immer möglich sein, voix 
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einem beliebigen Momente der Reihe B aas, 
eine undnur eine constant zusammengesetzte 
Beihe von Bewegungsgefühlen D zu erzeugen, 
welche mit der Reihe G wohl, mit der Reihe A 
aber nicht einen Moment gemein hat Dieser Satz 
lässt sich aber folgendermaassen beweisen: Erstens wird es 
immer möglich sein, die Reihe G zu erzeugen. Denn von dem 
Momente (mO, mR, mV) der Reihe A aus lässt sich ein belie- 
biger Moment (mOj, nR^, nYj) der Reihe B immer so errdchen, 
dass man eine neue Reihe von der constanten Zusammenset- 
zung { (n Ol - m 0) : (n Rj - f» R) : (n Vj - w V) I und in der Quan- 
tität (n 0] - m 0, n Rj - m R, n Yi - m Y) erzeugt ; der Endmoment 
derselben wird in Bezug auf den ursprünglichen Anfangszustand 
durch (mO-f-nOi-mO, mR + nRi-mR, inV + nV,-mY) 
bestimmt sein und also mit (n Oj, n R^, n Y|) zusammenfallen. — 
Zweitens: es wird immer möglich sein, von einem Momente 
(pOp f>R|, p^i) der Reihe B aus, eine Reihe D zu erzeugen, 
welche mit G wohl, mit A aber nicht einen Moment gemein 
hat : man braucht dieselbe nur in dem Yerhältniss (0 : R : Y) 
zusammenzusetzen. Denn wenn diese Reihe bis zum Betrage 

/w(»-»)^ mln-p)^ fn(n-p)^\ ^ 

l— — ^'O, -5^ — =^^R, -^^ ^'Y) fortgesetzt wird, so vrird 

\ » ti 1% / 

der Endmoment derselben in Bezug auf den ursprünglichen An- 

&ngszustand durch 

pOiH — 0, pRiH — K,i)Yl^ ^ — Y 

bestimmt sein. In der Reihe G aber ist jeder Moment in Bezug 
auf den ursprünglichen Anfangszustand durch 

{wO+a?(nO,-wO), mR + aj(nR,-wR), mY+a?(nYi-mY) } 

bestimmt ; und wird diese Reihe fortgesetzt bis x=z — , so ist 

offenbar der Endmoment mit dem vorher erzeugten iden- 
tisch; denn 
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jpOi + -5 — ^^0=:mO + — (nOi-mO) 
p'Si.'\'— — ^R = mR + — (itRi-mR) 

TT 7i 

Mit der Reihe A kann die Reihe D aber niemals einen Moment 
gemein haben ; denn sollte ein Moment (j" 0, jf R, ; Y) der Reihe A 
mit einem Momente (pOi + rO, pRj+^R? P^i + ^^) d®^ 
Reihe D zusammentreffen, so hätten wir: 

grO=|)Oi + rO fR=:|>Ri + rR qYz=ipY^^rY 
(j-.r)0=2>0i (j-r)R = pRj (gr-r)V = pVi 

und demnach: 

2> : (j - r) = : 0, = R : R, = V : Vi 
0:R:V = Oi:Ri:Vi; 

es miissten also die Reihen A und B identisch sein, was der 
Yoraussetzung widerspricht. — Drittens: die Reihe D ist die 
einzige, welche den gestellten Bedingungen genügt Denn wenn 
von dem Momente (pO^, j'Rp j'Y^) der Reihe B aus eine 
Reihe D' erzeugt wird, welche mit C einen anderen Moment als 
den erwähnten, also etwa 

mO+(^ + «VnO,-t»oY mR+r-~ + 5VnRi-mRV 



m 



^+ (!+*)(* ^»"**^) 



\ 



gemein hat, so wird zuerst die Zusammensetzung dieser neuen 
Reihe D' zu berechnen sein. Setzen wir dieselbe =(0«, R^r, Y,), 
80 ergeben sich aus 
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m 



m 



m 



0+ (^ + «)(nO,-mO) =1, 0, + 0. 



folgende Werthe fiir 0^ B, und V,: 

worin P eine Gonstante = vorstellt Die allge- 
meine Form fiir die Momente der Beihe D' ist demnach (in Bezug 
auf ihren eigenen Anfiangsmoment) folgende: 

{y<P0 + 5n0i), y(PR + «nBi), y(PY+8nY^)\ 
Wird diese Beihe fortgesetzt bis y = — ^^, so wird der End- 

8 tl 

moment derselben in Bezug auf den ursprünglichen Anfangs- 
zustand bestimmt durch 

P^i + 'J^^^ + '^'^i)^ l)B, + ^(PB + 5nBi), 



oder 



l>T, + -;|-ffT + .«T,)| 
(1^0, ^E, --i^y); 



dieser Moment gehört also auch zur Beihe A. — Die Beihe D', 
und ebenso jede andere ausser D, welche, von dem Momente 
{p 0^, p Bi, p Y|) ausgehend, mit der Beihe G einen Moment 
gemein hat, hat also auch einen Moment gemein mit der Beihe A. 
Mit anderen Worten: es giebt nur eine Beihe welche den ge- 
stellten Bedingungen genügt, was zu beweisen war. — Auch 
das Parallelenaxiom lässt sich demnach. aus den 
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Daten des Bewegungssinnes nach der Hypothese 
Biehl's analytisch ableiten. 

Man ^ird vielleicht gegen die Bedeutung dieser Beweisführung 
für die Erklärung des geometrischen Denkens Blindgeborener 
einwenden, es sei doch äusserst unwahrscheinlich, dass dieselben 
je zur Einsicht in einen auf so umständliche Weise zu begrün- 
denden Satz gelangen sollten (30). Diese Bemerkung ist zweifellos 
richtig ; aber fdr die vorliegende Frage deshalb nicht entscheidend, 
weil der lange und unübersichtliche Weg, den wir gegangen sind, 
sich leicht durch einen kürzeren, aus übersichtlichen Theüen 
zusammengesetzten, ersetzen lässt Ich habe jenen längeren Weg 
gewählt, damit über die Frage, ob das Parailelenaxiom in seiner 
gewöhnlichen, auch den Biemann-Helmholtz 'sehen Untersuchun- 
gen zu Grunde liegenden Formulirung in den Daten des Be- 
wegungssinnes nach der BiEHi/schen Hypothese analytisch ent- 
halten sei, auch nicht der geringste Zweifel zurückbleibe. Hat 
man aber einmal eingesehen dass dem so ist, so wird man sich 
auch leicht davon überzeugen können, dass aus diesen Daten 
sich auch in einfacherer Weise das in dem Parallelenaxiom ent- 
haltene Wissen gewinnen lasse. Die Schritte, welche den Blind- 
geborenen zu diesem Wissen führen, kann man sich etwas fol- 
genderweise zurechtlegen. An gegebenen Purallelen wird dem 
Blindgeborenen nicht zuerst die Eigenschaft derselben^ in Einer 
Ebene zu liegen und sich niemals zu schneiden, sondern viel- 
mehr das elementare Merkmal der Bichtungsgleichheit, also der 
gleichen Zusammensetzung der entsprechenden Bewegungsgefühle, 
anfEallen. Er wird demnach die Parallelität verschiedener Reihen 
von Bewegungsgefühlen durch dieses Merkmal definiren; und 
dann sofort einsehen, dass von einem gegebenen Anfangsmomente 
aus nur eine einzige einer gegebenen parallele (in gleichem Yer- 
hältniss zusammengesetzte) Reihe von Bewegungsgefühlen erzeugt 
werden kann. Sodann wird er sich leicht davon überzeugen, dass 
letztere Reihe mit der gegebenen unmöglich einen Moment ge- 
mein haben kann: denn wenn die beiden Reihen in dem Yer- 

16 
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hältniss (0 : B : Y) zusammengesetzt sind, und wenn der An£anga- 
moment der einen in Bezug auf den Anfangsmoment der anderen 
durch die Bewegungsgefühle (Oi, B^, Y|) bestimmt ist, so kann 
offenbar (wenn nicht : B : V = Oi : B^ : V,) flir keine Werthe 
von p und q gleichzeitig 

0,+pO = qO 
Bi+pB = jB 

sein. In solcher Weise wird der Blindgeborene sich davon über- 
zeugen, dass durch einen gegebenen Funkt nur eine mit einer 
g^benen gleichgerichtete Linie geführt werden kann, und dass 
diese Linien (sofern nicht schon der gegebene Punkt innerhalb 
der gegebenen Linie liegt) keinen Punkt gemein haben können, 
und schliesslich vdrd er in einer oder der anderen Weise, je 
nachdem er sich den Begriff der Ebene zurechtlegt, zur Einsicht 
gelangen können, dass zwei solche gleichgerichtete Greraden immer 
innerhalb Einer Ebene li^en müssen, und dass Geraden, welche 
innerhalb Einer Ebene li^en aber nicht gleichgerichtet sind, sich 
nothwendig irgendwo schneiden müssen. 

Es lohnt sich vielleicht der Mühe, kürzlich die specifische 
Differenz hervorzuheben, welche das Schema der dreiSach be- 
stimmten Bewegungsgefuhle nach der Hypothese Bismi's von dem 
Allgemeinbegriff einer dreifach bestimmten Mannigfaltigkeit über- 
haupt unterscheidet, und wdche den Grund dafür enthält, dass 
wir aus den verschiedenen Systemen von Abhängigkeitsbeziehun- 
gen, welche in einer dreifach bestimmten Mannigfaltigkeit denkbar 
sind, auf jenes Schema nur das ganz bestimmte System von 
Abhängigkeitsbeziehungen, welches unserer Geometrie zu Grunde 
liegt, anwendbar gefunden haben. Diese specifische Differenz liegt 
einfach in dem Umstände, dass, während bei einer dreifach be- 
stimmten Mannigfaltigkeit überhaupt die abhängig ver&iderlichen 
Grössen Functionen der unabhängig veränderlichen Grossen sind, 
bei dem Schema der Bewegungsgefühle nach Bibel die abhängig 
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▼eranderliche Grosse nur aas der Yerbindang der unabhängig 
▼ei&[iderlichen Grossen besteht Nach der Hypothese Riehl's 
hat für den Blindgeborenen der Ort, der Punkt im Baume, keine 
eigene Existenz, keine eigenen Merkmale welche von denjenigen 
seiner Coordinaten abhängen; sondern der Ort ist nichts weiter 
als die Snmme der dahin fahrenden Bewegungsgefiihle, der Be- 
griff des Ortes hat keinen anderen Inhalt als eben diese Bewegungs- 
gefühle (56). Ueberall wo dieses ein&chste Abhängigkeitsverhält- 
niss besteht, gelten nothwendig Sätze, welche den unserer Geometrie 
zu Grande liegenden Axiomen entsprechen. So für die zweifach 
beetimmte Mannigfaltigkeit der Töne, wo auch das abhängig Yer- 
änderliche (der einzelne Ton) keine weiteren Merkmale hat als 
eben die unabhängig yeränderlichen Merkmale der Höhe und 
Intensität, und wo folgendes Analogen zum Axiom von der ge- 
raden Linie sich au&tellen lässt: Wenn von einem nach Höhe 
und Stärke bestimmten Tone aus, zwei Tonreihen von stetig 
wachsender Höhe und Stärke hervorgebracht werden, derart, dass 
das Yerhältniss zwischen der Zunahme der Anzahl der Schwingungen 
pro Seeunde und der Zunahme der Schwingungsintensität in beiden 
Fallen ein verschiedenes, aber in jedem derselben constant ist, 
so wird kein Ton der ersteren Reihe nach Höhe und Stärke mit 
einem Tone der zweiten Beihe identisch sein. — Oder für die 
M&ch bestimmte Mannigfoltigkeit einer Mischung von n verschie- 
denen Substanzen, wo das entsprechende Axiom sich folgender- 
maassen gestalten würde: Wenn zu einer quantitativ bestimmten 
Misehang von n Substanzen allmählig von einer anderen Mischung, 
in welcher die nämlichen Substanzen in einem bestimmten Yer- 
hältniss enthalten sind, hinzugefügt wird; und wenn ein anderes 
Mal zu der gleichen ursprünglichen Mischung allmählig von einer 
in einem anderen Yerhältniss aus den nämlichen^ Substanzen 
zusammengesetzten Mischung hinzugefügt wird ; so wird das Ergeb- 
niss des ersteren Processes zu keiner Zeit in dem nämlichen Yer- 
hältnisse zusammengesetzt sein, wie das Ergebniss des zweiten 
Prooeeses zu irgend einer Zeit zusammengesetzt ist. — In ahn- 
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lieber Weise Analoga für das Parallelenaxiom au&ustellen, kann 
deqi Leser überlassen werden: das Angefubrte wird genügen zum 
Beweis, dass die ,,Ebenbeit" nicbt eine specifiscbe Eigenthüm- 
licbkeit des Baumes, sondern eine allgemeine Eigenscbaft jeder 
dem angestellten Begriffe sieb unterordnenden Mannigfaltigkeit ist 

58. Die Geometrie des Bewegungeeinnee nacli der Hypotliese 
Riehl'e : Fortsetzung. Wir baben gefunden, dass sämmtlicbe elemen- 
tare Yoraussetzungen, welebe naeb den BiEMANN-HELimoLTz'scben 
üntersucbungen unserer Geometrie zu Grunde liegen, ibrem In- 
balte nacb, in demjenigen Daten des Bew^ungssinnes, welebe 
nacb der Hypotbese BiEm^'s dem Blindgeborenen zur Begründung 
seines räumlieben Wissens aussebliesslieb zu Gebote steben, ana- 
lytiseb entbalten sind. Es erübrigt noeb zu untersucben, ob auch 
die allgemeine Natur des geometriseben Wissens, also seine 
Apodietieität, Allgemeinbeit und Exaetbeit, aus dem 
Gegebensein dieser Daten sieb erklären lasse. 

Man wird leieht finden, dass diese Frage in der nämlieben 
Weise beantwortet werden muss, wie die früber aufgeworfene 
Frage, ob und in welebcT Weise sieb die apodietisebe Gtowissbeit 
der logiseben Gesetze erklären lasse (26). Sowie der apodic- 
tiseben Gewissbeit des logiseben Denkens die Tbatsacbe der dop- 
pelten Beactionsfäbigkeit des Geistes, so liegt der apodietiscben 
Gewissbeit des geometriseben Denkens die Tbatsaebe der drei- 
faeben qualitativen Bestimmtbeit und beliebigen quantitativen 
Yermebrbarkeit der Bewegungsgefüble zu Grunde. Diese Tbat- 
saebe ist bloss als eine solebe, niebt als notb wendig gegeben ; i s t 
sie aber gegeben, so lässt sieb daraus die allgemeine, notbwendige 
und exaete Geltung der RiEHANN-EsLHHOLTz'scben Axiome für das 
Sebema der Bewegungsgefüble auf rein logiscbem Wege beweisen. 
Man brauebt' aueb keineswegs, um die vollkommene Exaetbeit 
des geometriseben Wissens bei Blindgeborenen zu erklären, die 
unwabrsebeinliebe Yoranssetzung zu maeben, dass den Daten des 
Bewegungssinnes in Bezug aufibre tbatsäebliebe Zusammen- 
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setzuDg und Quantität die nämliche Exactheit zukomme. Denn 
die geometrischen Sätze, sofern sie YoUkommene Exactheit bean- 
spruchen, beziehen sich nicht auf concreto Thatsachen, sondern 
auf abstracto, begrifflich bestimmte Yerhältnisse. Das Parallelen- 
axiom sagt nur aus, dass zwei gerade Linien, sofern sie parallel 
sind (also für den Blindgeborenen zwei Beihen yon Bewegungs- 
gefühlen, sofern sie in dem nämlichen constanten Yerhältniss 
aus den Grundgefühlen zusammengesetzt sind), sich niemals schnei« 
den: ob aber zwei gegebene Linien (zwei thatsächlich erzeugte 
Beihen von Bewegungsgefuhlen) wirklich parallel sind, darüber 
sagt dasselbe Nichts. Ueber jenes erstere, rein begriffliche Yerhält- 
nisB kann der Blindgeborene vollkommen exacte, über dieses zweite, 
ooncret-thatsächliche, dagegen bloss approximative Gtowissheit haben. 
Aehnlich überall. Dm die Exactheit des geometrischen Wissens bei ^ 
Blindgeborenen zu erklären, braucht demnach den Wahrnehmun- 
gen des Bewegungssinnes keine grössere Genauigkeit zugeschrie- 
ben zu werden, als die Wahrnehmungen der anderen Sinne bieten. 
Dass schliesslich der Blindgeborene die Gewissheit der geome- 
trischen Sätze nicht nur für den Baum überhaupt (also für das 

• 

Schema der Bewegungsgefuhle), sondern auch, und zwar mit der 
nämlichen apriorischen Gewissheit, für die gegebene Wirklichkeit 
im Baume gelten lässt, findet seine einfache Erklärung in dem 
Umstände, dass die räumlichen Eigenschaften des Ge- 
gebenen eben an das Schema der Bewegungsge- 
fühle gemessen werden. Gestalt, Grösse und Ort gegebener 
Objecto bedeuten für den Blindgeborenen nichts weiter als 
gewisse Complexe qualitativ und quantitativ bestimmter Bewe- 
gungsgefühle, deren Erzeugung durch jene Objecto gehemmt wird ; 
und haben demnach an den Eigenschaften, welche den Bewegungs- 
gefühlen im Allgemeinen zukommen, nothwendig Theil. Dass der 
Blindgeborene die geometrischen Sätze unbedenklich auf die Wirk- 
lichkeit anwendet, lässt sich demnach in der nämlichen Weise 
erklären, wie wir früher (24, 38) die Anwendung der logischen 
und arithmetischen Sätze auf die Wirklichkeit erklärt haben: 
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nämlich dadurch, dass jene Sätze nur scheinbar auf das unab- 
hängig von dem ürtheilenden Bestehende, thatsäctüich aber bloss 
auf die Art und Weise ?de er das Bestehende anffasst, Bezie- 
hung haben, und auf diese Art und Weise nur sofern dieselbe 
durch subjective Factoren (also in der Logik durdi die doppelte 
Beactionsf&higkeit des Geistes, in der Arithmetik durch die will- 
kürliche Feststellung der Zahlenreihe, in der Geometrie durch das 
Termögen dreifach bestimmte Bewegungsgefühle zu erzeugen) 
bestimmt wird. Die logischen, arithmetischen und geometrischen 
(besetze bieten apriorische Gewissheit nur über Erscheinungen, 
welche in XJrtheile umgesetzt, gezählt oder gemessen worden sind ; 
und dann bezieht sich diese apriorische Gewissheit im Grunde 
nur auf die ürtheilsform in welchen die Erscheinungen passen, 
auf die Zahlenreihe mit welcher sie gleichz&hlig sind, und auf die 
Bewegungsgefühle welche durch sie gehemmt werden. Damit ist 
aber offenbar das Bäthsel, welches die Thatsache jener apriorischen 
Gtowissheit uns geboten hatte, principiell gelost. 

Ich halte auf Grund der vorhergehenden Er- 
örterungen (57,58) die Hypothese Rieh l's in dem 
nämlichen Sinne für bewiesen, und die Ent- 
stehung des geometrischen Wissens bei Blind- 
geborenen in dem nämlichen Sinn e^für erklärt, 
wie etwa durch die mechanische Lichttheorie 
die Aetherhypothese bewiesen, und die opti- 
schen Erscheinungen erklärt worden sind. 
Allerdings harren noch manche Fragen der Antwort: so bietet 
beispielsweise die Art und Weise, auf welche der Blindgeborene 
von den Axiomen zu dem Pythagoräischen Lehrsatz gelangt, oder 
allgemeiner, die Art und Weise, auf welche er einfache und zu- 
sammengesetzte Bew^ungsgefühle der Quantität nach mit ein- 
ander vergleicht, der Erklärung Schwierigkeiten, von denen ich 
noch nicht einsehe, wie sie überwunden werden können. Dass 
dieselben aber nicht unüberwindlich sind, scheinen die Ribiunn- 
fisLMHOLTz'schen Untersuchuhgen zu verbfligen. Denn aus diesen 
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TJotersuchiingen geht hervor, dass der erwähnte Lehrsatz in den 
Axiomen analytisch enthalten ist; wenn demnach die Hypothese 
Riehl's die Oewissheit der Axiome f&r Blindgeborene erklären 
kann, so wird sie auch die Oewissheit jenes Lehrsatzes für die- 
selben erklären können. Jedenfalls wäre aber eine bis ins Ein-- 
zelne ausgettthrte Geometrie des Bewegangssinnes nach der Hy- 
pothese Bibhl's für die endgültige Entscheidung der yorliegenden 
Frage von grosser Bedeutung; und könnten zweitens auch Be- 
obachtungen an mathematisch gebildeten Blindgeborenen möglicher- 
weise werthvolles Material für dieselbe liefern. Ich sage möglicher- 
weise; weil die Worte, in welchen der Blindgeborene seine 
(bedanken ausdrückt, der von Oesichtsvorstellungen vollständig 
beherrschten Sprache der Sehenden angehören, und es demnach 
äusserst schwierig sein muss, über die Bedeutung welche er 
denselben beilegt zu voller Oewissheit zu gelangen. ITebrigens 
scheinen Fälle, in denen Oesichtsempfindungen oder Erinnerungen 
an solche vollständig fehlen, selten vorzukommen; in einer 
stark bevölkerten Blindenanstalt fand ich keinen einzigen Fall der 
sich für die Untersuchung eignete *). — Wo solche Schwierig- 
keiten der directen Untersuchung im Wege stehen, lässt sich die 
aufgestellte Hypothese nur auf indirectem Wege, durch Yer- 
gleichung der sich daraus ergebenden Consequenzen mit den vorlie- 
genden Thatsachen, verificiren. Die ganze Oewissheit aber, welche 
sich überhaupt auf diesem Wege erreichen lässt, muss, dem Yor- 
heif^ehenden zufolge, der Hypothese Riehl's unbedenklich zuge- 
standen werden. 

59. Der Raum als die Form der Bewegungsempflndungen. 

Wir haben früher Oründe gefunden es für wahrscheinlich zu 
halten, dass unsere Baum Vorstellung ursprünglich aus Daten, 



1) Die einzigen mir bekannten planmässig angestellten Untersuchungen sind 
diejenigen Platner's, welche, soweit sie reichen, die Hypothese Ribhl*8 zu be- 
stätigen scheinen. Vgl. Mill, Au ezamination of Sir W. Hamiltom's philosophy, 
etil ed., London 1SS9, S. 283—286. 
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welche wir dem Bew^^ngssmne verdaDken, eDtstebt; wahrend 
die Daten der anderen Sinne erst nachträglich, durch erfahrongs- 
mässige Association mit Bewegongsempfindungen, eine räumliche 
Bedeutung gewinnen (55). Wir haben uns sodann davon über- 
zeugt, dass der Inhalt unseres raumlichen Wissens, sowie wir 
denselben aus den BiEMAim-HmiMHOLTz'schen Untersuchungen ken- 
nen gelernt haben, aus einer ein&chen Hypothese über die Natur 
dieser Bewegungsempfindungen sich vollständig erkl&ren lässt 
(57, 58) ; während es umgekehrt nicht möglich erschien, aus den 
Daten der anderen Sinne die Entstehung dieses Wissens zu be- 
greifen. Es ist klar, dass diese beiden Ergebnisse sich wechsel- 
seitig bestätigen: denn wenn wir die Baum Vorstellung den Be- 
wegungsempfindungen verdanken, so erscheint es von vornherein 
als wahrscheinlich, dass in diesen Bewegungsempfindungen auch 
die zureichenden Gründe des räumlichen Wissentr gegeben sein 
werden; und wenn umgekehrt nur aus den Bewegungsempfin- 
dungen sich dieses Wissen begründen lässt, so erscheint es von 
vornherein als wahrscheinlich, dass eben diese auch die ursprüng- 
lichen Träger der Baumvorstellung sein werden. Sämmtlichen 
vorhergehenden Untersuchungen zufolge, halten wir es demnach 
für sehr wahrscheinlich, dass auch die Raumvorstel- 
lung des Sehenden, ihrem wesentlichen In- 
halte nach, ausschliesslich ein Product des 
Be wegungssin nes is t; und dass die Geometrie 
des Sehenden, genau so wie die Geometrie des 
Blindgeborenen, aus den Daten des Bewegungs- 
sinnes nach der Hypothese Biehl's erklärt wer- 
de n m u s s. 

Es wird kaum nöthig sein ausdrücklich zu bemerken, dass 
das jetzt erreichte Resultat vollständig die Yermüthung 
Eant's (51) bestätigt In der That: wenn wir fragen was 
in den Daten des Bewegungssinnes subjectiv-formaler, was dagegen 
objectiv-inhaltUcher Natur sei, so kann die Antwort nur lauten: 
das Schema der Bewegungsgefühle selbst ist rein formaler Natur; 
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es besdeht sich, genau so wie das Schema der Farben oder Töne, 
ausschliesslich auf die psychophysische Organisation des Subjectes ; 
es liegt, wie jene, aller objectiven Wahrnehmung zu Orunde, und 
mUcht dieselbe erst möglich. Denken wir uns einen ausschliess- 
lich auf die Daten des Bewegungssinnes angewiesenen Intellect, 
so wird derselbe, solange ihm nur die nach eigner Willkür zu 
erzeugenden oder nicht zu erzeugenden Bewegungsgefühle vor- 
liegen, keinen Orund finden, etwas Objectives vorauszusetzen; 
nur die gegen den Willen erfolgende Hemmung dieses Erzeugungs- 
processes wird ihn veranlassen, sich ein Nicht-Ich gegenüberzu- 
stellen (57). In den jeweilig erzeugten, qualitativ und quantitativ 
bestimmten, m gewissen Momenten gehemmten, Bewegungsemp- 
findungen, gehört also die allgemeine Thatsache, dass über- 
haupt dreifiEush bestimmte Bewegungsempfindungen erzeugt wer- 
den, zur Form der Empfindung, und beansprucht ebendesshalb 
für Alles, was mittelst des Bewegungssinnes wahrgenommen wird, 
absolut allgemeine, nothwendige Geltung. Die specielle Thatsache, 
dass eben diese Bewegungsempfindungen erzeugt werden, ist 
zwar eben&lls ausschliesslich in subjectiven Factoren, aber nicht 
ausschliesslich in der bleibenden Organisation des Subjects, son- 
dern daneben in dem momentanen Willensentschluss begründet; 
während erst das Oehemmtwerden der Bewegungsempfindungen 
denselben objective Bedeutung zu Theil werden lässt Eben auf 
jene allgemeine Thatsache des Erzeugtwerdens dreifach bestimmter 
Bewegungsempfindungen überhaupt, bezieht sich aber die Geometrie; 
deren apriorische Gewissheit, genau so wie diejenige der entspre- 
chenden Urtheile über Farben und Töne (51), demnach vollständig 
aus der formal-subjectiven Natur ihres Gegenstandes zu erklären ist 
Man sieht leicht ein, dass die Gründe, welche von HsumoLTZ 
gegen die Zulässigkeit der Eantischen Hypothese angeführt wor- 
den sind (53, 54), dieselbe in der Form, welche sie den vor- 
hergehenden Untersuchungen zufolge für uns angenommen hat, 
nicht berühren. Denn das allgemeine Schema der Bewegungs- 
gefühle ist uns begriffiich vor aller gegenständlichen Erfahrung 
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gegeben; die Eigenschaften desselben sind von dem Yeiiialten 
der Dinge, welche wir als Ursachen der Bewegangshemmung 
annehmen, Yollkommen unabhängig; vielmehr werden die räum- 
lichen Eigenschaften der Dinge und deren Veränderung erst in 
Bezug auf dasselbe bestimmt Ob wir aber Gründe haben, neben 
diesem subjectiven noch einen objectiven, möglicherweise abwei- 
chend construirten Baum anzunehmen, untersuchen wir spä- 
ter (61). — Auch dem zweiten Einwände Helkholtz' gegen- 
über läset die aufgestellte Theorie sich unschwer behaupten. 
Denn wenn der Baum nicht die allgemeine Form des Qesichts- 
sinnes, sondern die allgemeine Form des Bewegungssinnes ist, 
so kann offenbar der Umstand, dass wir uns die Gesichts- 
eindrücke aus einem nichtebenen Baume vorzustellen vermögen, 
über die Yorstellbarkeit eines solchen Baumes selbst nichts ent- 
scheiden. Nach der Hypothese Bism^'s wäre eben in der That- 
sache, dass wir Bewegungsgefuhle- nur in drei unterscheidbaren 
Qualitäten zu erzeugen vermögen, unser Unvermögen begründet, 
den Baum anders als dreidimensional, und demzufolge nach den 
Verhältnissen der Euklidischen Geometrie, uns vorzustellen. 

60. Der Raam als die Form der Bewegungsemiifindungeii : 

Fortsetzung. Es seien schliesslich noch einzelne Thatsachen des 
Denkens, welche dazu geeignet scheinen, die gewonnenen Ein- 
sichten zu erläutern oder zu bestätigen, kurz hervorgehoben. 

Als solche kommen vor Allem einige Eigenthümlichkeiten un- 
seres räumlichen Wissens in Betracht, wodurch sich dasselbe von 
unserem Wissen um die subjectiven Elemente in den Daten des 
Gesicht- und Gehörsinnes unterscheidet, welche demzufolge auch 
manchmal gegen die Gleichsetzung jener beiden Wissensgebiete 
in erkenntnisstheoretischer Hinsicht angeführt worden sind, und 
welche selbst Kaih^ an die Berechtigung dieser Gleichsetzung irre 
gemacht haben (a. a. 0. S. 56—57). Ich meine erstens die 
Thatsache, dass wir unabhängig von aller gegenständlichen Er- 
fahrung den «Kaum vorzustellen, und seine Eigenschaften in er- 
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schöpfender Weise zu bestimmen yermögen, während wir die 
Earben und Töne keineswegs apriori vorstellen, sondern erst 
dnrch g^nständliche Erfahrung kennen lernen; — sodann die 
andere, dass wir nur die räumlichen Eigenschaften der Erschei- 
nungen als objective Bestimmungen derselben auffassen, dass 
also der Baum eine nothwendige Bedingung für das G^bensein 
äusserer Oegenstände ist, während Farben und Töne nur als 
(relativ zufällige) Wirkungen derselben auf unsere Sinnlichkeit 
angesehen werden. Kant glaubt auf Orund dieser Differenzen 
nur den Baum als eine reine, nichts Empirisches in sich schlies* 
sende Anscbauungsform betrachten zu müssen; Andere dagegen 
haben geroeint, wenn sich das unzweifelbar subjective Farben- 
schema nicht apriori vorstellen lasse, so könne auch die apriori- 
sche Yorstellbarkeit des Baumes nicht als ein Beweis für die 
Subjectivität desselben angesehen werden. — Ich glaube nun, 
dass die angef£ihrten Thatsachen sich aus der im Yorhergehenden 
begründeten Baumtheorie wenigstens so weit erklären lassen, als 
nöthig ist um die Parallelstellung des Baumes zum Schema der 
Earben oder Töne zu behaupten. Nach dieser Theorie ist der 
Baum nur die Form der Bewegungsempfindungen; die Bewe- 
gungsempfindungen haben aber das Eigenthümliche, dass sie will- 
kürlich hervorgebracht werden können, während erst die Hem- 
mung derselben unabhängig vom Willen stattfindet und demnach 
äusserer Einwirkung zugeschrieben werden muss. Damit ist aber 
sowohl die Thatsache, dass wir den Baum für sich, unabhängig 
von den räumlichen Dingen, vorzustellen vermögen, wie die an- 
dere, dass wir für eine erschöpfende Eenntniss des Baumes keine 
gegenständliche Erfahrung abzuwarten brauchen, ohne Weiteres 
erklärt : denn das allgemeine Schema der Bewegungsempfindungen 
lässt sich vorstellen und erkennen, unabhängig davon, ob, wann, 
und wo die Erzeugung dieser Bewegungsempfindungen gehemmt 
wird. — Auch die weitere Thatsache, dass wir das eigenüiche, 
objective Wesen der Dinge in ihren räumlichen Eigenschaften zu 
erkennen glauben, lässt sich aus dem nämlichen Grunde begrei- 
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fen : denn mit diesen räumlichen Eigenschaften, mit dem Gegeben- 
sein der Dinge im Baume, ist nur gemeint, dass dieselben in 
bestimmten Momenten unsere willkürlichen Bewegungen hemmen ; 
und eben dadurch werden wir genöthigt, dieselben als fremde, 
feindliche Mächte, als ein Nicht-Ich, uns gegenüberzustellen. — 
Was endlich eine letzte Differenz zwischen Baumwahrnehmungen 
einerseits, Farben- und Ton Wahrnehmungen andererseits, betrifft: 
dass nämlich jene nicht, wie diese bisweilen, individuell verschie- 
den sind, — ich gestehe dass ich nicht einsehe, wie man darin 
einen Grund gegen die formal-subjective Natur der ersteren hat 
erblicken können (Ejkoman, a. a. 0. 445 — 446). Denn gesetzt der Baum 
hätte wirklich eine eigene^ selbständige Existenz, so könnte der- 
selbe doch nicht ohne Weiteres in unsere Yorstellung hinüber- 
treten; sondern die Baum Vorstellung müsste, genau so wie 
nach der hier vertretenen Aufhssung, aus gegebenen sinnlichen 
Eindrücken in unserem Bewusstsein neu construirt werden. Dass 
aber die physiologischen und psychologischen Processe, durch 
welche diese Neuconstruction stattfände, nicht eben so leicht indi- 
viduell-verschiedene Auffiassungen ergeben könnten, wie wenn die 
Baumvorstellung rein-subjectiver Natur wäre, ist einfach eine 
unbegründete Annahme. Mit Unrecht, wie ich glaube, behauptet 
dann auch Eboman, dass es Thatsachen wie diejenige der Farben- 
blindheit seien, welche unsere üeberzeugung von der rein-formalen 
Natur der Farben und Töne begründen. Farben und Töne könnten 
objective Eigenschaften der Dinge sein, und dennoch, bei indivi- 
duellen Verschiedenheiten in der Einrichtung der Sinnesorgane, 
individuell-verschieden aufgefasst werden. Und in der That lehrt 
auch die Geschichte der Wissenschaft, dass diese nicht auf Daltok 
gewartet hat, um die subjective Natur der Farbenempfindungen 
als feststehend anzunehmen. 

Eine andere Thatsache des Bewusstseins, welche in der aufge- 
stellten Theorie ihre Erklärung findet, ist die von Kant hervor- 
gehobene Unmöglichkeit, „sich eine Yorstellung davon zu machen, 
dass kein Baum sei, ob man sich gleich ganz wohl denken kann, 
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dass keine Gegenstände darin angetroffen werden-'. Diese Un- 
möglichkeit wäre schwerlich zu verstehen, wenn der Raum, ebenso 
wie die Gegenstände, zum Inhalte der Erfahrung gehörte; aber 
sie ist deicht begreiflich, wenn der Baum nur ein subjectiver 
Maassstab ist, den wir an die Gegenstände anlegen. Denn wenn 
wir auch alle Gegenstände hinwegdenken, so können wir doch 
uns selbst nicht hinwegdenken: mehr als uns selbst aber brau- 
chen wir nicht zu denken, um auch das Vermögen Bewegungs- 
empfindungen zu erzeugen, das Schema der Bewegungsempfin- 
dungen selbst, und also den Raum mitgedacht zu haben. 

Zuletzt mag noch auf eine merkwürdige Eigenthämlichkeit 
unseres Wissens vom Baume, über welche wir uns kaum je 
deutliche Rechenschaft ablegen, deren Einfluss auf unser Denken 
sich aber vollkommen scharf nachweisen lässt, hingewiesen wer- 
den. Ich meine die Thatsache, dass wir dem Räume doch eigent- 
lich keine wahre Wirklichkeit, weder als ein Ding noch als eine 
Eigenschaft, zugestehen, sondern vielmehr geneigt sind, den 
leeren Raum dem Nichts gleichzusetzen ; auch von „Eigenschaften 
des Raumes" nur mit dem Nebengedanken, dieser Ausdruck sei 
doch eigentlich nicht zulässig, reden. Innerhalb der Wissenschaft 
spricht sich diese Thatsache darin aus, dass wir dem Räume 
apriori jede physische Wirksamkeit absprechen, demselben voll- 
kommene Gleichgültigkeit gegen alles in ihm Geschehende zu- 
schreiben, demnach auch überall, wo die Erscheinungen mit dem 
Orte wechseln, Dinge im Räume voraussetzen, welche wir für 
diesen Wechsel verantwortlich machen. Dieses Verfahren wäre 
kaum zu begreifen, wenn der Raum ein durch sinnliche Wahr- 
nehmung bekanntes Object unter Objecten wäre : denn wie könnten 
wir wissen, ob nicht diesem Objecto, neben den wahrgenomme- 
nen, noch andere Eigenschaften zukämen, durch welche es auf 
andere Objecte einwirken könnte ? Es wird aber sofort begreiflich, 
wenn der Raum nur das abstracte Schema sämmtlicher möglicher 
Bewegungsempfindungen, also ein blosses Gedankending ist Der 
Raum nimmt dann in dem Systeme unseres Wissens eine ahn- 
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liehe Stellung ein wie etwa die Naturgesetze; er ist, wie diese, 
durch Abstraction und Construction aus gegebenen Erscheinun* 
gen entstanden ; er hat, wie sie, einen scharf bestimmten, tob 
aller Willkür unabhängigen Inhalt, aber keine eigene Existenz. 
Gfenau so vrie die Naturgesetze ihre Geltung behalten wurden, 
auch wenn es keine dieselben exemplificirende Erscheinungen 
gäbe, ist auch die Wahrheit unseres räumlichen Wissens unab- 
hängig dayon, ob Bew^ungsempfindungen thatsächlich erzeugt 
werden oder nicht; aber ebensowenig wie jene neben den ge- 
gebenen Stoffen und Kräften, hat auch der Baum neben den 
gegebenen Bewegungsempfindungen eine eigene Realität. 

61. Die „pbysischB Geometrie". Das anbedenkliche Yertrauen, 
womit die Wissenschaft die geometrischen Sätze auf die Wirk- 
lichkeit anwendet, haben wir früher daraus erklärt, dasa diese 
Sätze sich im Orunde nicht auf die objective Wirklidikeit selbst, 
sondern bloss auf einen subgectiven Maassstab beziehen, den wir 
an diese Wirklichkeit anlegen (58). Ob aber jene Erklärung als 
vollständig genügend angesehen werden darf, liesse sich noch aus 
folgenden Gründen bezweifeln. Denken wir uns zweidimensionale, 
eine Fläche bewohnende Wesen, welche sich in dieser. Elädie zu 
bewegen und dabei zweifach bestimmte Bewegungsempfindungen 
zu unterscheiden vermöchten; so würden dieselben eine apriori- 
sche, auf das System dieser Bewegungsempfindungen sich besie- 
hende Planimetrie, welche nach Form und Inhalt unserer Geometrie 
vollständig entspräche, aufstellen, und, mit gleichem Bechte wie 
wir unsere Geometrie, auf die Wirklichkeit anwenden können (67). 
Nehmen wir nun aber weiter an, die von diesen Wesen be- 
wohnte Fläche wäre keine Ebene, sondern etwa eine Kugel, so 
würden dieselben bald entdecken, dass bestimmte Bewegungen 
Erscheinungen herbeiführten, welche sich rein geometrisch nicht 
erklären liessen. Sie würden beispielsweise finden, dass zwei von 
einem nämlichen Anfangszustande ausgehende, consiant aber 
verschieden zusammengesetzte Reihen von Bewegungsempfindiui- 



DIB GIOHETBIB. 255 

« 

gen schliesslich zur Wahrnehmung eines nämlichen Dinges f&hrten, 
welchem sie demzufolge zwei verschiedene Orte in ihrem vorge- 
stellten Bewegungsraume anweisen müssten. und sie würden, 
durch diese und ähnliche Erfahrungen belehrt, zur Einsicht ge- 
langen können, dass es zwischen den Dingen Verhältnisse gäbe, 
welche keineswegs den rein geometrischen Verhältnissen ent- 
sprächen, und dass demnach ihre subjectiT-apriorische durch eine 
objectiy-empirische,. die reine durch eine „physische Geometrie", 
corrigirt werden müsste. — Nun scheint aber die Möglichkeit, 
dass in ähnlicher Weise auch unser objectirer Wohnraum von 
unserem subjectiven Bewegungsraume abweichen sollte, durch 
die vorhergehenden Erörterungen keinesw^ ausgeschlossen zu 
sein. Die nothwendige Geltung der Euklidischen Geometrie fiir 
diesen scheint demnach über die Frage ob sie auch für jenen 
gilt, nicht das Geringste zu entscheiden. Und das thatsächliche 
Yerfahren der Wissenschaft, welche die i^riorische, auf den sub- 
jectiven Maassstab sich beziehende Gtewissheit unbedenklich auf 
das Object der Messung fiberträgt, erscheint noch, immer als un- 
begründet und unerklärt^). 

Bei genauerem Zusehen stellt sich aber heraus, dass das that- 
sächliche Yerfahren der Wissenschaft vollkommen in der Ord- 
nung, und unser Zweifel an der Berechtigung desselben aus einer 
Art optischen Täuschung entsprungen ist IJm dieses einzusehen, 
wolle man sich nur genau vergegenwärtigen, wie wir eigentlich 
zum Begriff eines objectiven „Wohnraumes" neben dem subjec- 
tiven Bewegungsraum gelangen. Offenbar nur dadurch, dass wir uns 
in unserem dreidimensionalen Bewegungsraume 
Wesen denken, welche zweifach bestimmte Bewegungsgefühle er- 
zeugen könnten, und deren Bewegungsfreiheit an die Oberfläche 
eines gegebenen Körpers gebunden, demnach physisch beschränkt 
wäre. Yersuchen wir uns auf den Standpunkt dieser fingirten, 



1) Vgl. Helkholtz, (Jeber den Ursprung und Sinn der geometriBchen Sätze 
(Win. Abh. II, S. 640-660). 
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zweiüeu^h bestimmter Bewegangsgeföhle fähigen Wesen za ver- 
setzen, so nehmen wir anbewasst jene der dreidimensional anf- 
gefassten Welt angehörende Vorstellung einer die Bewegungs- 
freiheit derselben beschrankenden Oberfläche mit, und es erscheint 
uns als selbstverständlich, dass die betreffenden Wesen neben 
ihrem subjectiven Bewegungsraum einen objectiven Wohnraum 
haben müssten, und dass die Structur des letzteren von deijenigen 
des ersteren abweichen könnte. Diesen Gedanken übertragen wir 
dann zuletzt wieder auf unseren eigenen Standpunkt Der Be- 
griff eines n-dimensionalen Wohnraumes bedeutet demnach nichts 
weiter als: ein n-dimensionales Gebilde in einem 
(n-|- l)-dimensionalen Bewegungsraum, durch wel- 
ches die Bewegungen gewisser n-dimensionaler 
Wesen gebunden wären. Und der Gedanke, dass wir in 
einem solchen dreidimensionalen Wohnraum leben, hat keinen 
anderen Sinn als folgenden : die Welt sei solcherweise eingerichtet, 
dass sie von einem hypostasirten höheren Wesen als eine rier- 
dimensionale Mannigfaltigkeit au%efasst werden könnte; wenn 
aber ein solches Wesen existirte, so würde es in seinem vier- 
dimensionalen Bewegungsraum ein dreidimensionales Gebilde wahr- 
nehmen können, durch welches unsere Bewegungen in gleicher 
Weise gebunden wären, wie die Bewegungen einer zweidimen- 
sionalen Figur durch die Fläche, in welcher sie existirt. Liegen 
nun aber wirklich Gründe vor, diesem Gedanken irgendwelche 
über die blosse Möglichkeit hinausgehende Wahrscheinlichkeit 
zuzuerkennen? Ich glaube nicht Allerdings werden die Dinge, 
welche wir als Ursachen der Hemmung unserer Bewegungs- 
gefühle voraussetzen, irgendwelche Eigenschafken haben müssen, 
kraft deren sie eben diese bestimmten Bewegungsgefähle hemmen; 
aber wir haben keinen einzigen Grund, neben denselben noch 
ein anderes, unsere Bewegungsfreiheit allgemein beschränkendes 
Etwas anzunehmen. Auch über jene Eigenschaften der Dinge 
können wir in Ermangelung weiterer Daten nichts Näheres wissen 
oder vermuthen; und es nützt wenig, ob wir, diesen Mangel zu 
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verdecken, den Empfindangsinhalt selbst als real setzen. Die Thaf- 
sache, dass die Bewegungsgef&hle a durch eine anbekannte Ursache 
gehemmt werden, derzufolge wir diese Hemmung an dem Orte a 
in unserem subjectiven Bewegungsraume localisiren, wird durch die 
Annahme, dass jene Ursache sich in einem objectiven Wohnräume 
an dem entsprechenden Orte a' befinde, ebensowenig erklärt, wie 
die gegebene Tonempfindung durdi die Annahme eines derselben 
entsprechenden objectiven Tones erklärt werden konnte. Oewi'ss 
wird es Niemandem zu verargen sein, wenn er sagt: das Ding 
befindet sich dort, statt: es existiren zwischen mir und dem 
Dinge Beziehungen, kraft welcher jene bestimmten Bewegungs- 
gefähle von demselben gehemmt werden ; wie man ja auch sagt : 
das Ding tönt, statt: das Ding bringt Wirkungen hervor, welche 
ich als Töne wahrnehme. Aber in dem einen Falle wie in dem 
anderen enthält der erste Ausspruch nicht mehr wie der zweite. — 
Allerdings wäre es „denkbar", dass die Erfahrung uns Abhän- 
gigkeitsverhältnisse darböte, welche sich am Leichtesten durch 
die Annahme eines (nicht-ebenen) Wohnraumes erklären Hessen. 
Es wäre denkbar, dass etwa der Gtesammtbetrag der zur Errei- 
chung eines beliebigen Dinges erforderten Bewegungsgefähle von 
der Beihenfolge in welcher dieselben erzeugt würden, oder die 
Gtestalt der Körper von dem Orte welchen sie einnähmen, ab- 
hängig sich zeigte, wie es in einem sphärischen, bezw. in einem 
Räume mit veränderlichem Krümmungsmaass der Fall sein 
müsste. Aber die „Denkbarkeit" dieser Verhältnisse bedeutet 
nichts weiter, als dass der Begriff derselben keinen Widerspruch 
involvirt; in diesem Sinne aber ist so Vieles denkbar, dass die 
Wissenschaft, wenn sie allen diesen Denkbarkeiten eine systema- 
tische Untersuchung widmen wollte, einfach nicht vom Fleck 
käme. Die blosse Denkbarkeit der Existenz eines „Wohnraumes" 
bietet ebensowenig einen Grund, in den gegebenen Erscheinungen 
nach Abhängigkeitsverhältnissen zu suchen, welche, wenn ein 
solcher Wohnraum existirte, uns mit seinen Eigenschaften be- 
kannt machen könnten, wie die blosse Denkbarkeit, dass in meinem 

17 
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Gartea ein Schatz verborgen li^ einen Grand bietet, nach dem- 
selben zu graben. — Die Sache liegt demnach folgender weise. 
Aosgangspankt des Denkens ist der nothwendig Euklidische, sub- 
jective Bewegungsraam, der Baum als Wahrnehmungsform. In 
Bezug auf diesen werden die räumlichen Eigenschaften, Ort und 
Gestalt, der Dinge ursprünglich bestimmt Eins von beiden nun: 
Entweder die Ortsbestimmung ist von der Beihenfolge der ent- 
sprechenden BewQgungsgefÜhle, sowie die Gestalt der Dinge Tom 
Orte den sie einnehmen, unabhängig: dann bleibt unser Wissen 
auf den Bew^ungsraum beschränkt, und haben wir keinen ein- 
zigen Grund die Existenz eines Wohnraumes anzunehmen. Oder 
aber, es finden sich Abhängigkeitsyerhältnisse der einen oder der 
anderen Art vor: dann bliebe zwar dem Bew^ungsraum smne 
volle Bedeutung als Wahmehmungsform, und der Euklidischen 
Geometrie ihre volle Wahrheit in Bezug auf denselben gewährt; 
aber es könnte die Frage, ob sich die wahrgenommenen Abhän- 
gigkeitsverhaltnisse durch die Annahme eines Wohnraumes be- 
stimmter Natur erklären Hessen, Berücksichtigung verdienen. Dass 
abef solche Abhängigkeitsverhältnisse vorkommen sollten, ist nur 
„denkbar"; und zwar in genau demselben Sinne, in welchem es 
auch denkbar ist, dass die Gestalt der Dinge von der Earbe der- 
selben oder von der Zeit abhängen sollte. Eine vorsätzliche Unter- 
suchung kann offenbar jene Denkbarkeit ebensowenig wie diese 
beanspruchen« 



m. 

DIE KINEMATIK^). 



62. Allgemeine Bemerkungen. Von den beiden Disciplinen, 

welche für gewöhnlich unter dem Namen der Mechanik zusammen- 
gefasst werden, der Kinematik oder Phoronomie and der Dyna- 
mik, muss mindestens die erstere den mathematischen Wissen- 
schaften zugerechnet werden. Sämmtliche Merkmaie, durch welche 
sich schon für eine oberflächliche Betrachtung die mathematischen 
Yon den Naturwissenschaften unterscheiden, finden sich auch bei 
der Kinematik vor: die elementaren Urtheile, welche der Beweis- 
führung zu Grunde liegen, sind universeller Natur; die Beweis- 
methode ist diejenige der Deduction ; und die Ergebnisse derselben 
beanspruchen nothwendige, absolut allgemeine, vollkommen exacte 
Oeltung. Die Gewissheit, welche den kinematischen Sätzen zu- 
kommt, ist demnach ohne Zweifel eine apriorische; ob aber diese 
Satze analytische oder synthetische urtheile sind, kann fraglich 
erscheinen. Ein Blick in die Lehrbücher Hesse Ersteres vermuthen : 
denn dort scheinen als Ausgangspunkte der Deduction nur Defi- 



i) Literatur. Baühanm, Die Lehren von Raam, Zeit and Mathematik in der 
neueren Philosophie, 2 Bde, Berlin 1868, *69; Kant, Kritik der reinen Vernunft: 
Von der Zeit (ed. Kehrfaach, S. 58--66); Liebmann, Zar Anal ysis der Wirklichkeit, 
Strassburg 1876: Ueber safcgectiTe, objective and absolute Zeit (S. 70—96). 
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nitioiieii, nicht Axiome, verwendet zu. werden. Bei genauerem 
Zusehen findet man aber, dass in diesen Definitionen und in der 
darauf gebauten Beweisführung, ausser den logischen, arithmeti- 
schen und geometrischen Gesetzen, noch andere vorausgesetzt 
werden, welche sich auf einen neueingefiihrten Begrifi^, denjenigen 
der Zeit, beziehen. Es gehören dazu etwa folgende: dass die 
Zeit eine eindimensionale G-rösse ist, dass sich zwischen je zwei 
Zeitpunkten immer noch andere denken lassen, dass eine ver- 
gangene Zeit unmöglich wieder zurückkehren kann, u. s. w. Diese 
Gesetze pflegen nicht in eine eigene Wissenschaft, wie die ent- 
sprechenden auf den Raum sich beziehenden Gesetze in die 
Geometrie, zusammengefiässt zu werden; mit den geometrischen 
Gesetzen liegen sie aber der Einematik, welche eben die Bewe- 
gung, also die in der Zeit erfolgende Teränderung des Ortes im 
Baume zu ihrem Gegenstände hat, zu Grunde. Die Einematik 
wäre vollkommen unverständlich, wenn sie die G^wissheit dieser 
Gesetze nicht voraussetzen dürfte; nur ihrer grossen Einfachheit 
und unmittelbaren Evidenz wegen werden dieselben nicht aus- 
drücklich erwähnt Wird aber die Erkenntniss der auf Baum und 
Zeit sich beziehenden Gesetze vorausgesetzt, so erfolgen die wei- 
teren Beweisführungen der Einematik auf rein analytischem Wege ^). 
Wir werden uns demnach in dem gegenwärtigen Gapitel, indem 
wir für die Erklärung des geometrischen Wissens auf das vor- 
hergehende zurückverweisen, auf die Untersuchung des chrono- 
metrischen Wissens beschränken dürfen. 

63. Dia synthetisch-apriorische Natur des chronometrischen 

Wissens. Wenn wir uns darauf besinnen, was wir eigentlich 



1) Der Begriff der absoluten Bewegung, der neue Probleme zu bieten 
scheint, wird zwar vielfach schon in der Kinematik aufgestellt, hat aber eigent- 
lich seine Stelle erst in der Dynamik, und wird bei der Erörterung der dyna- 
mischen Grundsätze näher untersucht werden. Sämmtliche Satze der Kinematik 
behalten auch für die relative, in Beziehung auf ein beliebiges Coordinatensystem 
bestimmte Bewegung ihre yoUe Geltung. 
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von der Zeit wissen^ so finden wir es nach Inhalt und Form 
unserem geometrischen Wissen nahe verwandt. Genau so wie das 
System der Punkte im Baume, lässt sich auch das System der 
Momente in der Zeit dem Allgemeinbegriff einer continuirliohen, 
in sich congruenten Mannigfoltigkeit, deren Erümmungsmaass 
constant = ist (48), unterordnen : nur haben wir es hier, 
statt mit einer dreidimensionalen, mit einer eindimensionalen 
Mannigfaltigkeit zu thun. Aber dieser eindimensionalen Ghrösse 
werden unendliche Theilbarkeit, strenge Homogeneität, unend- 
liche Ausdehnung und unveränderliche Richtung zageschrieben : 
eben diejenigen Eigenschaften also, welche den analytischen Merk- 
malen der Continuität, der Gonstanz des Erummj^ngsmaasses oder 
Gongruenz, und des Nnllwerthes des Krümm ungsmaasses ent- 
sprechen. Daher ist auch die Chronometrie, ihrem mathematischen 
Inhalte nach, mit der Geometrie der geraden Linie vollkommen 
identisch; und kann die Zeit nur durch das Bild einer geraden 
Linie anschaulich vorgestellt werden. — Was sodann die erkennt- 
nisstheoretische Natur der betreffenden Ueberzeugungen anbe- 
langt, so kommt denselben offenbar die nämliche apodictische, 
absolut allgemeine, vollkommen exacte Geltung zu, welche wir 
früher als charakteristisch für das geometrische Wissen kennen 
gelernt haben. Dass der Zeitlauf jemals angefangen sei oder 
jemals ein Ende nehmen werde; dass die Zeiteintheilung jemals 
auf letzte, nicht weiter theilbare Elemente stossen sollte, oder 
das zwei Zeitabschnitte durch etwas Anderes, welches nicht 
Zeit wäre, getrennt wären; dass verschiedene Zeittheile nicht 
vollkommen homogen wären; oder dass die Zeit jemals in sich 
zurückkehren, also einen bereits dagewesenen, Moment wieder- 
bringen sollte; — das erscheint uns Alles nicht nur als unwahr, 
sondern als undenkbar und unmöglich. Dass es sich anders ver- 
hält, wissen wir nicht bloss als eine Thatsache, sondern als eine 
nothwendige Thatsache. — Damit ist aber auch schon ge- 
sagt, dass unser Wissen um die Zeit apriorischer Natur 
ist : denn nach allen Seiten umfust es offenbar weit mehr als 
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uns die Erfiihrnng lehren kann. Dass aber dieses apriorische 
Wissen nicht als ein analytisches erklärt werden kann, lässtsich 
in der nämlichen Weise, nor viel einfacher, beweisen, wie es die 
BcsiCANN-HELicHOLTz'schen Untersuchungen für das geometrische 
Wissen bewiesen haben. Oder richtiger: in dem letzteren Beweise 
ist der erstere schon mitenthalten. Die logische Denkbarkeit einer 
Mannigfaltigkeit, welche discontinuirlicher Natur, oder deren Erüm- 
mungsmaass variabel, positiv oder negativ wäre, macht es ein 
für allemal klar, dass Urtheile, welche einer gegebenen Mannig- 
fidtigkeit die Merkmale der Continuit&t, der Ck>nstanz und des 
Nnllwerthes des Ertimmungsmaasses beilegen, nur syntheti-» 
sehe sein können. — Die Grundsätze der Zeitwissenschaft sind 
demnach synthetische Urtheile apriori; und erfordern 
als solche eine Erklärung (88). 

64. Die Hypothese Kanf 8. Es ist bis jetzt der Wissenschaft 
nicht gelungen, die geforderte Erklärung zu geben; wohl aber 
liegen schwerwiegende Gründe vor, zu vermuthen, dass die- 
selbe in ähnlicher Weise wird erfolgen müssen, wie sie für 
die betreffenden Erscheinungen des gepmetrischen Wissens be- 
reits erfolgt ist, nämlich durch den Nachweis, dass die Zeit 
zu den formalen Elementen der Wahrnehmung ge- 
hört Diese Yermuthung wurde, wie die entsprechende Yer- 
muthung über den Baum, zuerst von K^m aufgestellt, und durch 
ähnliche Erwägungen wie jene begründet Wir steUen kurz die 
Thatsachen zusammen, welche dazu geeignet erscheinen, derselben 
wenigstens eine vorläufige Wahrscheinlichkeit zu sichern. 

Als eine solche kommt erstens und hauptsächlich die voll- 
ständige Analogie in Betracht, welche nach Form und In- 
halt zwischen Raum- und Zeitwissenschaft besteht (68), 
und derzufolge schon von vornherein der Gedanke, dass die Pro- 
bleme aus beiden Gebieten in der nämlichen Weise zu lösen 
seien, sich schwerlich zurückdrängen lässt. Es kommt hinzu, dass 
wir bis jet2t Überall, wo ein apriorisches Wissen gegebefi war, 



N 
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dasselbe in subjectiven Eactoren, sei es in einem willkürlich ein- 
geführten Begjiffesysteme, sei es in der gegebenen Oiganisatiön 
des Sabjects, begründet gefunden haben ; auch nicht einsehen, wie 
ein apriorisches Wissen sons^ begründet sein könnte; während 
für das chronometrische Wissen eine solche Begründung nur 
dann möglich erscheint, wenn die zeitlichen Eigenschaften des 
O^ebenen zur Form desselben gehören. Ganz besonders wäre aber 
noch darauf hinzuweisen, dass Eigenschaften wie diejenigen der 
nothwendigen Homogeneität und der nothwendigen Un- 
endlichkeit sich als Eigenschaften eines Wirklichen, welches aus 
mehreren für sich existirenden Theilen zusammengesetzt wäre, 
in keiner Weise denken lassen ; während sie ganz selbstverständ- 
lich erscheinen, wenn sie auf die (in Gedanken beliebiger Fort- 
setzung filhige) Anwendung eines identischen subjectiven Maass- 
stabes auf die Wirklichkeit sich beziehen sollten (67). Dasjenige 
was wir von der Zeit wissen, und die Art und Weise wie wir 
es wissen, scheint demnach nur durch eine der Eantischen Hy- 
pothese sich unterordnende Theorie erklärt werden zu können. 

Es wäre zweitens mit Eant daran zu erinnern, dass „die 
Zeit eine noth wendige Yorstellung (ist), die allen An- 
schauungen zum Grunde liegt". „Man kann in Ansehung der 
Erscheinungen überhaupt die Zeit selbsten nicht aufheben, ob 
man zwar ganz wohl die Erscheinungen aus der Zeit wegnehmen 
kann" (a.a. 0. 68). Wir haben früher (60) das entsprechende 
Verhalten des Denkens dem Baume gegenüber dadurch erklärt, 
dass der Denkende zwar alles Gegebene, nicht aber sichselbst 
und seine eigene Organisation wegdenken kann; die Hypothese 
Eant's würde es ermöglichen, für die Zeit die nämliche Erklä- 
rung gelten zu lassen. 

Eine weitere, für Baum und Zeit gleichmässig geltende That- 
sache des Bewusstseins ist die vollkommen klare üeberzeugung, 
dass unser Wissen um die Eigenschaften derselben von aller 
gegenständlichen Erfahrung unabhängig ist; demzu- 
folge wir auch Erscheinungen, welche sich durch abweichende 
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Eigenschaften von Baum oder Zeit erklären Hessen, niemals als 
ein Zeichen für solche aufifossen, sondern stets physikalisch, unter 
Voraussetzung der alten geometrischen und chronometrischen 
Grundsätze, auszulegen versuchen würden (50, 58). In der näm- 
lichen Weise wie in Bezug auf den Baum, liesse sich auch in 
Bezug auf die Zeit analytisch die Möglichkeit denken, dass die- 
selbe eine endliche, oder eine discontinuirliche, oder eine perio- 
disch in sich zurückkehrende MannigÜEdtigkeit wäre. Offenbar 
müsste im ersten Fall von einem bestimmten Momente an alle 
Veränderung aufhören; im zweiten könnte sie nur stossweise 
stattfinden; während im dritten sämmtliche Veränderungen nach 
bestimmten Zeiten regelmässig Zustände herbeiführen müssten, 
welche mit früher schon dagewesenen Zuständen vollkommen 
identisch wären. Wir finden uns auch keineswegs genothigt, die 
Möglichkeit solcher Verhältnisse, also eines stationären Endzu- 
standes, stossweise erfolgender Veränderungen oder eines ewigen 
Kreislaufes der gesammten Welt, apriori auszuschliessen ; aber wir 
sind nicht im Stande, den Inhalt dieser Möglichkeiten als das 
Froduct entsprechender Eigenschaften der Zeit zu denken. Wir 
sehen vollkommen klar ein, dass wir, wenn wir Oründe hätten 
eine dieser Möglichkeiten für wahr zu halten, dieselbe nothwendig 
durch physikalische, in der unendlichen, continuirlichen, geradli- 
nigen Zeit wirkende Ursachen erklären, und die andere, analytisch 
gleichberechtigte, vielleicht einfachere Erklärung von vornherein 
zurückweisen müssten. Auch hier liesse sich diese Nothwendig- 
keit, welche wir sehr deutlich empfinden, wenn wir uns auch 
keine Bechenschaft von derselben ablegen können, schwerlich be- 
greifen, wenn die chronometrischen Grundsätze aus den Erschei- 
nungen abstrahirte Naturgesetze oder an dieselben zu verifidrende 
Erklärungshypothesen wären; während sie sich von sdbst ver- 
steht, ^enn dieselben auf eine aller Erfahrung vorbeigehende 
Wai\rnehmungsform sich beziehen. 

Eine letzte hierhergehörige Thatsache, zu welcher wir gleichfalls 
bei der Untersuchung der Baumvorstellutig bereits ein Analogen 
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kennen gelernt haben, ist die^ dass wir auch der Zeit keine 
wahre Wirklichkeit, sondern nur eine schattenhafte, zwischen 
Sein nnd Nichtsein schwebende Sonderexistenz za schreiben ; eine 
Thatsache welche in der Behauptung Herbabt's, „dass die Mo- 
mente sammt ihrem unterschiede. Nichts sind, auch die Zeit 
von Niemandem, der sich besinnt, für Etwas gehalten wird"^), 
ihren schär&ten Ausdruck findet. Dieser Thatsache zufolge ist 
uns auch wieder der GManke, die Zeit sei in irgendwelcher Weise 
physisch wirksam, unvollziehbar; demzufolge wir überall, wo die 
Erscheinungen mit der Zeit wechseln, andere, in der Zeit wir- 
kende Ursachen roraussetzen, welche wir für diesen Wechsel 
Terantwortlich machen. Die apriorische Natur dieser Voraussetzung 
tritt am Deutlichsten hervor, wenn die Erscheinungen einem 
periodischen Wechsel unterliegen ; denn während sich, diese Er- 
scheinungen ebenso leicht in allgemeine Gesetze zusammenfassen, 
berechnen und vorausbestimmen lassen wie andere, hat die Wissen- 
sdiaft dennoch immer das Bedürfniss empfunden dieselben zu 
„erklären": offenbar weil ihr die Möglichkeit, dass die Zeit an 
und für sich als Ursache auftreten sollte, von vornherein aus- 
geschlossen erschien. — Es ist klar, dass auch diese Thatsachen 
sich verstehen Hessen, wenn die^Zeit, genau so wie der Baum, 
nur ein abstractes Schema möglicher Wahrnehmungen, und also 
ein blosses Gedankending wäre (60). 

Das wären also die Erwägungen, welche der Yermuthung, dass 
die Lösung des Zeitproblems in der von Kant angedeuteten Bich- 
tung zu suchen «ei, eine vorläufige Stütze zu gewähren scheinen. 
Weiter als bis zu dieser Yermuthung ist die Wissenschaft bis 
jetzt nicht gelangt. Der psychologische Ursprung der Zeitvor- 
stellung liegt vollständig im Dunkeln; noch immer muss man 
mit dem Kirchenvater Augustinus eingestehen: „si rogas, quid 
Sit tempus, nescio; si non rogas, intelligo". Das heisst: in der 



i) HcRBART, Sftmmüiche Werice, III, 20—21. 
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Praxis des Lebens ist uns die Anwendung des Zeitbegrifb voll- 
kommen geläufig: sobald wir aber fragen, wie wir zu demselben 
gelangen, finden wir keine Antwort Zur praktischen Zeitmessung 
verwenden wir Erscheinungen, welche die Ei&hrung uns dar- 
bietet: die fortschreitende Bew^ung des Uhrzeigers, die oscilli- 
rende des Pendels, die Achsendrehung der Erde. Aber wir sind 
uns vollkommen bewusst, dass diese Erscheinungen, an welchen 
wir andere messen, nicht die Zeit selbst sind; dass den Ergeb- 
nissen dieser Messung nur eine relative, abgeleitete, der Correctur 
ausgesetzte Bedeutung zukommt; dass es eine „absolute Zeit^' 
giebt, welche, unabhängig von allen Erscheinungen, gleichmässig 
dahinfliesst Wie wir aber zu dem Begriffe dieser absoluten Zeit 
gelangen, das ist eben die Frage, welche wir nicht zu beant- 
worten vermögen. Zwar glauben wir in gewissen Erscheinungen 
(denjenigen der unbeeinflussten Bewegung) einen besseren Maass- 
stab für dieselbe zu besitzen als in anderen ; aber diese Meinung 
ist in Erwägungen begründet, welche selbst den Begriff der ab- 
soluten Zeit wieder voraussetzen. Es verhält sich mit der Zeit- 
messung genau so wie mit der Baummessung: wir bestimmen 
die räumlichen Eigenschaften der gegebenen Objecte, indem wir 
dieselben mit einem ivillkürlich gewählten Maassstabe veigleichen ; 
aber dasjenige was wir in dieser Weise bestimmen wollen, ist 
das Yerhältniss derselben nicht zu jenem, sondern zu einem an- 
deren, inneren Maasstabe, über welchen wir uns keine Rechen- 
schaft ablegen, welchen wir aber schon dadurch vorauszusetzen 
beweisen, dass uns des Oedanke, sämmtliche äussere Maassstäbe 
seien ungenau und veränderlich, keineswegs ungereimt erscheint 
Ebenso halten wir es für vollkommen denkbar, dass es in der 
Natur keine gleichmässige Veränderung, also kein exactes Zeit- 
maass, geben sollte; und beweisen dadurch, dass unser ursprüng- 
liches, letztes und höchstes Zeitmaass nicht in den Naturerschei- 
nungen li^. Aber während wir es für wahrscheinlich befunden 
haben, dass der letzte Maassstab fär die Baummessung in den 
Bewegungi^fÜhlen zu suchen sei, haben wir über die frage, 
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welche Daten wir als letzten Maassstab für die Zeitmessung 
yerwenden, selbst keine verificirbare Hypothese. 

65. Die Hypothese Kanfs: Forteetzung. Die Hypothese von 

dem snbjectiven Ursprung der Zeitvorstellung liegt dem natür- 
lichen Denken noch ferner als die entsprechende Hypothese über 
die Baumvorstellung. Man findet es unmöglich, sich eine Welt 
zu denken, welche an sich ausserhalb der Zeit stünde, und erst 
vom Subjecte, kraft seiner eigenen Organisation, in der Zeitform 
wahrgenommen würde. — Sofern nun mit dieser Unmöglichkeit 
nur gemeint ist, dass man sich in eine solche Welt nicht vor- 
setzen, sich keine Vorstellung von derselben machen kann, 
hat man vollkommen Recht Diese Unmöglichkeit beweist aber 
nichts gegen die Eantische Hypothese : vielmehr umgekehrt Denn 
wenn wir uns eine Welt ausserhalb der Zeit vorstellen könnten, 
so gehörte die Zeit gewiss nicht zu den formalen Elementen der 
ErEahrung ; eben dass wir uns eine solche Welt nicht vorstellen 
können, macht die Eantische Hypothese verständlich (54). Auch 
eine nicht-räumliche Welt vermögen wir uns nicht vorzustellen; 
und dennoch haben wir keinen Orund gefunden, für den Baum 
eine eigene Existenz, ausserhalb des Bewusstseins, in Anspruch 
zu nehmen (61). — Den Inhalt der angestellten Hypothese in 
Vorstellungen zu verdeutlichen, ist demnach ein für allemal un- 
möglich; wohl aber kann durch folgende leicht sich darbietende 
Erwägungen wenigstens eine theilweise Abhängigkeit der zeit- 
lichen Auffiissung der Welt von subjectiven Factoren nachgewiesen, 
und so der Oedanke, dass dieselbe vielleicht ausschliesslich in 
subjectiven Factoren begründet sei, dem Verständnisse näher- 
genickt werden. 

Erstens: auch wenn wir die Realität der Zeit voraussetzen, 
lässt sich nachweisen, dass die zeitliche AufEassung der Welt 
nicht ein Ergebniss directer Wahrnehmung, sondern erst i m 
Subjecte entstanden ist Denn in jedem Momente ist uns doch 
nur der gegenwärtige Bewusstseinsinhatt gegeben : dass wir von 
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diesem Inhalte einen Theil als Wahrnehmung in der Gegenwart, 
einen anderen als Erinnerung in der Vergangenheit localisiren, 
kann nur in Unterschieden zwischen den gegenwärtigea 
Yorstellungen begründet sein. Die Succession ist uns in keinem 
Momente unmittelbar gegeben; wir nehmen nicht die Erschei- 
nungen als succedireud wahr, sondern wir stellen gegenwärtige 
Erscheinungen als succedirend vor. Jedenfalls wird demnach die 
zeitliche Ordnung der Erscheinungen vom Subjecte selbständig 
reproducirt; was vielleicht die Yermuthung, dass dieselbe aus- 
schliesslich vom Subjecte herrühren sollte, etwas weniger be- 
fremdlich wird erscheinen lassen. 

Eine zweite Erwägung, welche gleichfalls dazu geeignet erscheint, 
die Abhängigkeit der Zeitvorstellung von subjectiven Factoren 
gewissermaassen zu veranschaulichen, entnehmen wir einer be- 
rühmten Rede Karl Ernst von Baer's *). Der Verfasser geht von 
der Einsicht aus, dass der letzte Maassstab, nach welchem wir 
Zeitgrössen bestimmen, nicht ausser sondern in uns li^t; und 
sucht denselben in der Zeit, die wir brauchen, um uns eines 
Eindrucks auf unsere Sinnesoi^ane bewusst t\x werden. Sodann 
weist er nach, dass, wenn dieses Orundmaass sich änderte, auch 
unsere gesammte Weltaufiassung eine ganz andere werden müsste. 
Nehmen wir etwa an, dass wir tausendmal so viel Zeit zu einer 
sinnlichen Wahrnehmung bedürften, als wir jetzt gebrauchen. 
„Der Verlauf eines Jahres würde dann auf uns einen Eindruck 
machen, wie jetzt acht und drei viertel Stunden. Wir sähen also 
in unseren Breiten im Verlaufe von wenig mehr als vier Stunden 
unserer Innern Zeit den Schnee in Wasser zerfliessen, den Erd- 
boden aufthauen. Gras und Blumen hervortreiben, die Bäume 
sich belauben, Früchte tragen und die Blätter wieder verlieren. 
Wir würden das Wachsen wirklich sehen, indem unser Auge 
die Vergrösserung unmittelbar auffasste; doch manche Entwicke- 
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Inng, wie die eines Pilzes etwa, würde voa uns kaum verfolgt 
werden können, sondern wir sahen die Pflanze erst, wenn sie 
fertig dasteht, wie wir jetzt einen aufschiessenden Springbrunnen, 
dem wir nahe stehen, erst sehen, wenn er aufgeschossen ist In 
demselben Maasse würden die Thiere uns yeigänglich scheinen, 
besonders die niedem. Nur die Stämme der grösseren Bäume 
würden einige Beharrlichkeit haben oder in langsamer Yerände- 
rung begrififen sein. Was aber das Qefühl von steter Yeränderung 
am meisten in uns erregen müsste, wäre der Umstand, dass in 
den Tier Stunden Sommerzeit ununterbrochen Tag und Nacht 
wie eine helle Minute mit einer dunkeln halben wechselte and 
die Sonne für unser Gtefühl in einer Minute ihren ganzen Bogen 
am Himmel vollendete und eine halbe unsichtbar würde." „Wenn 
wir das tausendfach verlangsamte Menschenleben noch auf das 
tausendfache langsamer annehmen, so würde ihm die äussere 
Natur wieder ganz anders sich zeigen. Der Mensch könnte im 
Verlaufe eines Erdei^jahres nur 189 Wahrnehmungen machen, 
denn für jede Empfindung wären fast zweimal 24 Stunden nOthig. 
Wir könnten den regelmässigen Wechsel von Tag und Nacht 
nicht erkennen. Ja, wir würden die Sonne nicht einmal erken- 
nen, sondern, wie eine rasch im Kreise geschwungene glühende 
Eohle als leuchtender Ereis erscheint, würden wir den Sonnen- 
lauf nur als leuchtender Bogen am Himmel sehen, und da der 
Eindruck eines hellen Lichtes viel länger bleibt als der Eindruck 
der Dunkelheit, so würden wir das Schwinden des Lichtes in 
der Nacht nicht wahrnehmen können. Höchstens könnten wir eine 
regelmässig wiederkehrende momentane Abschwächung des Lichtes 
bemerken, besonders im Winter Den Unterschied der Jahres- 
zeiten würden Menschen dieser Art wohl erkennen, aber als un- 
endlich rasch und vorübergehend, denn in 189 Augenblicken wäre 
der ganze Jahreswechsel vollbracht" (a. a. 0. S. 33 — 35). So würde 
uns die Welt, bei jeder Yerlängerung des subjectiven Zeitmaasses 
welches wir an dieselbe anlegen, ein anderes Bild darbieten ; und 
denken wir ein wahrnehmendes Subject mit unendlich ver- 
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längertem Zeitmaass, so würde es die ganze unendliche 
Zeit in Einem Momente übersehen. Dass wir die Welt 
in der Zeit wahrnehmen, liegt demnach nicht an der Welt, son- 
dern an unserer Organisation. Ton unserem Standpunkte aus 
erscheint uns allevdings jene zeitlose WeltaufiEeissung als unrichtig. 
Aber wenn ein jener Fiction entsprechendes Wesen ezistirte, 
würde es tou seinem Standpunkte aus auch unsere WeltaufEur- 
sung fSlr unrichtig halten, und versuchen wir uns über die 
beiden Standpunkte zu erheben, so finden wir keinen Orund, es 
für weniger wahrscheinlich zu halten, dass das Subject eine an 
sich zeitlose Welt als eine zeitliche, als dass es eine an sich 
zeitlidie Welt als eine zeitlose aufhssen sollte. 

Weiter als bis ^u diesen Andeutungen, Wahrscheinlichkeiten 
und Analogien reichen in der vorliegenden Frage unsere erkennt- 
nisstiieoretischen Einsichten nicht Eine Hypothese zu finden, 
weldie dem Oedanken von der formal-subjectiven Natur der 
Zeitvorstellung einen bestimmten Inhalt giebt, und es möglich 
macht diesdbe an den Thatsachen des Denkens zu verifioiren, 
muss der Zukunft überlaosen bleiben. 
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